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CUVÁNT-ÍNAINTE 


Teoria probabilitátilor este o disciplină matematică izvorâtă din experiență, care a dat 
conceptelor sale, de origine experimentală, o formă riguros matematică. Treptat, această 
disciplină şi-a lărgit câmpul de aplicabilitate; probabilitatea intervine în cunoaşterea tuturor 
domeniilor existenţei, mai ales în studierea ansamblurilor, în determinarea statistică a 
evoluţiei unor mulțimi de evenimente sau stări întâmplătoare. 

Modelele probabilistice sunt folosite atât în statistica matematică în teoria modernă 
a jocurilor, a firelor de aşteptare, teoria matematică a asigurărilor, căt şi în cercetările din 
domeniul fizicii, chimiei, biologiei, ciberneticii, sociologiei, demografiei etc. 

Astfel, cartea se adresează tuturor acelora care doresc să-şi însușească noțiunile 
fundamentale ale Teoriei probabilităților, a modului de gândire probabilist, un mod de 
gândire specific acestei discipline. 

Lucrarea de față îşi propune să prezinte o introducere a Teoriei probabilităților, 
structura lucrării reflectând partea din programa analitică a cursului de Teoria proba- 
bilităților din cadrul Facultăţii de Matematică — Informatică. 

* Capitolul 1 este consacrat algebrelor Boole, reprezentării lor ca algebre de părți 
într-un spațiu cu intenţia de a justifica punctul de vedere de ansamblu în calculul cu 
evenimente. 

e În Capitolul 2 sunt prezentate noțiunile fundamentale de evenimente aleatoare, 
respectiv de probabilitate. 

* Capitolul 3 introduce conceptul de variabile aleatoare, cu matematica lor de calcul. 

* În Capitolul 4 sunt prezentate schemele probabilistice clasice care furnizează obiecte 
consistente ale categoriilor de câmpuri de evenimente şi de câmpuri probabilistice. 

e În Capitolul 5 sunt prezentate sistemele de variabile aleatoare, şirurile de variabile 
aleatoare cu tipurile clasice de convergenţă. 

• În Capitolul 6 se introduce noțiunea de funcție caracteristică, instrumentul cel mai 
eficient de cercetare al regimului asimptotic al şirului de variabile aleatoare. 

Fiecare capitol se încheie cu exerciţii, probleme si teste de verificare, care invită pe 
cititor la o înţelegere aprofundată a temei capitolului şi a tehnicilor de demonstrație. 

Lucrarea poate fi utilă şi studenților de la facultățile cu profil economic, precum şi a 
acelora care utilizează aparatul statistic ce are la bază teoria probabilităților. 


AUTORII 


1. ALGEBRE BOOLE. CORPURI DE PĂRŢI 


1.1. Multimi 


Noţiunea de mulțime este primară, în sensul că nu poate fi definită cu ajutorul altor 
noțiuni mai simple. În matematică cuvântul mulțime marchează orice colecţie bine 
definită (în sensul că putem decide dacă un anumit obiect aparţine sau nu colecției 
considerate) de obiecte sau simboluri. 

Deci a preciza o mulțime înseamnă a enumera obiectele care o compun sau a 
indica proprietatea comună care caracterizează aceste obiecte. 


Exemplu. A = fa,b,c,d,e}; B = {1,2,3,7}; C - [x eR[ < x < 2}; mulțimea 


numerelor întregi Z . 

În anumite probleme concrete ne limităm la obiecte care aparţin unei anumite clase 
de elemente, numite mulţime de bază (sau de referință), notată prin О. 

Exemplu. Mulțimea numerelor reale R poate fi considerată mulțime de bază 
pentru submultimile sale: mulţimea numerelor întregi Z , mulţimea numerelor reale 


negative R_ şi mulțimea pătratelor perfecte Р. 


O mulţime poate contine un număr finit sau un număr infinit de elemente. Dacă o 
mulțime nu contine nici un element o vom numi mulțime vidă şi o notăm cu ©. 

Exemplu. Mulțimea rădăcinilor reale ale ecuaţiei x^ + 9 = 0 este vidă. 

Fiind dată mulțimea de bază О, vom nota prin p(Q) mulțimea tuturor părților 
lui Q ; deci oQ) contine un număr de părți 4, B,C,... care luate individual sunt bine 
definite ca mulțimi. 

Deci elementele lui pQ) sunt submultimi. 

Ideea de multime se intregeste prin conceptul de multimi egale, adicá multimi care 
au aceleaşi elemente. 

În mulțimea oQ) introducem operațiile următoare: 

1. Reuniunea а două mulțimi A si B notată AU В este mulțimea elementelor care 
aparțin sau lui А sau lui В. 

2. Intersecţia а două mulţimi A si В, notată A( B este mulțimea elementelor care 
apartin şi lui A silui В. 

Dacă AQB = ©, spunem că mulțimile A si B sunt disjuncte. Când 

АПВ =B ,atunci B este, evident o parte a lui A, deci B c A. 

3. Complementara unei mulțimi А, notată A“ este mulțimea elementelor din © care 
nu aparțin lui A. 


Se poate defini, complementara lui A în raport cu o submulțime В în саге A 
este inclusă (А C В) ca fiind mulțimea elementelor lui В care nu aparţin lui A şi 


se notează A“ = AC (B. 


4. Diferența а două mulţimi A şi В, notează А — B , este mulțimea elementelor care 
aparţin lui A şi nu aparţin lui В. 
Caracteristic pentru (О) sunt urmátoarele proprietáti fundamentale, cu evident 
aspect intuitiv: 
1 Qep), 2e o(Q). 
2. Раса Ає o9), atunci A“ e p(Q) 1 
3. Dacă A,B e p(O),atunci AU B e (О). 
4 Dacă A,B € p(Q), atunci AN B e (О). 


1.2. Algebre Boole 


Definiţie. Se numeşte algebră Boole, o mulțime nevidă B, în care sunt definite 


PN C $ " s " " 
operațiile V) , (, * , si fată de care sunt verificate axiomele următoare: 


1. 


Bow 


^ 


AUB- BU A; АПВ = ВП 4; (comutativitate) 

AU(BUC)- (4U BJUC ; An(Bnc)-(ana)nc ; (asociativitate) 
(4 B)JUA- А; АП\(А\) B)- А; (absorbție) 
ADn(BUC)-(anB)U(an C); AU(Bnc)-(4UB)Qn(4UC); 
(distributivitate) 

(АП Ay UB-B; (4U 4%) В = B ; (complementaritate) 


oricare ar fi A, В,С e В. 


Exemple. 
Mulțimea tuturor părților (o (Q) ale mulţimii nevide О. înzestrată cu operaţiile de 
reuniune, intersecţie şi complementaritate (faţă de Q ) capătă o structură de algebră 
Boole. 
Perechea de clase de resturi de întregi 7, modulo doi, 2 ,= {0,1} înzestrată cu 


operațiile: 
Ulo ı SME. 
Cz 
0 |0 1 0 0 0 
{= 
1 1 1 1 0 1 


(deci xU y 2 x+ y= xy , xf у = ху), este o algebră booleană. 
Avem următoarele consecinţe rezultate din definiții: 


Corolar 1 (transformarea prin dualitate). Dacă într-o afirmație adecvată în 


care intervin operaţiile U, [\, <, si relațiile с si > , ínlocuim peste tot pe U cu [\, 


pe (| cu Ш, pe с cu D si 2 cu c, iar pe © îl lăsăm neschimbat, obținem tot o 
afirmație adevărată numită afirmaţie duală. 
Se observă că sistemul de axiome 1-5 rămâne neschimbat dacă substituim mutual 


operaţiile U , f , operatorul © păstrându-şi locul. 
Corolar 2. (Legi de indempotentá). Pentru orice A € B avem: 
AUA= A, АПА= A. (.1.) 
Demonstraţie. Aplicând succesiv axiomele 3, 4 şi iar 3 avem ţinând seama de 1: 
A =(АГ\В)\) А=(А\) 4)N(UU8B)= 
= (40(40 B)U(AD(4U B))» AUA 
Prin dualitate obtinem relatia a doua. 
Corolar 3. (Legi de monotonie). Oricare ar fi A, В,С e В, din A с B rezultă: 
AUCce BUC, ANCe BNC. (1.2.) 
Demonstraţie. Avem АПВ = A si AU B = B „deci 
(AUC)U(BUC)=(4UB)U(CUC)= BUC 
şi astfel AUC c BUC. 
Prin dualitate se obține cealaltă lege. 


с В, elementele U A, = A U...UA, şi 


і=1 


Corolar 4. Pentru отсе (4) 


I<i<n 


n 
N A, = A, П... П A, sunt unic determinate şi nu depind de ordinea elementelor. 
i-l 
Această consecință rezultă imediat din axiomele 2 şi 1. 
Corolar 5. /ntr-o algebră Boole există două elemente numite elementul nul, notat 


A „şi elementul total, notat V „astfel că pentru orice A € В au loc egalităţile: 
АПАС = A şi AUAC=V (1.3.) 
Demonstraţie. Dacă А,В € din axiomele 5 şi 1 rezultă АПАС СВ si 
Вс АЦА. 


Înlocuind în prima relație ре В си BAB“, iar în cea de-a doua ре В cu 
BU CB obţinem: 


ANA c ВПВ şi BUBC c АЈА (14.) 
Schimbând pe A si В între ele avem: 

BOB c ANAS şi AU 4€ c BUB? (1.5.) 
Din (1.4.) si (1.5.) rezultá: 

АПА = ВПВ şi BUB = AU KC. (1.6.) 
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Elementele AfM AS si AU AC nu depind de alegerea lui А. (conf. 


relaţiilor (1.6); АО A“ este elementul nul al algebrei Boole, iar AU AC elementul 
total. 


Observaţie. În algebra Boole oQ), V este întreaga mulțime О, iar A este 
mulțimea vidă (Z . 
Corolar 6. Pentru orice А € B avem: 
ANV=4, AUV=V, ANA=A, AUA=A (1.7.) 
sau: 


ACA, ACV. (1.8.) 
Demonstraţie. Din axioma 5 şi din (1.3) rezultă relațiile (1.7.) deci (1.8.). 
Corolar 7. Dacă АПВ = Л si AU B = V „atunci B = AC. 
Demonstraţie. Din consecinţa 6 şi axioma 4 avem 


B -AUB-(An4*)UB- (AUB)D(4^UB)- 
-Vh(4*UB)- (4^ UB) 
deci A“ c В. Prin dualitate obţinem В с AC, deci B = А“. 
Corolar 8 (Relatiile lui de Morgan). Pentru orice A, B € В avem: 
(AUB) =A NB" (1.9) 
(ANB) =A UB". (1.10) 


Demonstrafie. Fie С = АС ПВ. Din axiomele 4 si 2 relatia (1.3) 51 consecinta 6 
rezultă: 


(4UB)NC=(4UB)N(4*N8")= 
-(an4*nsa*)U(Bn 4^ B*)-AUA - ^ 


si analog: 


(4UB)UC - (AU B)U( 4^ 8*)- 
-(4UBU 4-)n(4UBUB^)- Vn V-V 


Din consecința 7 rezultă C =( AU B ju 
Analog se demonstreazá si (1.10) 
Definiţie. Un element AE B, А + Л, se numeşte atom al algebrei B, dacă 


incluziunea B C A implică B = A sau В = A, pentru orice B є В. 
Exemplu. Fiecare parte a lui © formată dintr-un singur element este atom în 
algebra oQ). 


1.3. с — algebre Boole 


Vom extinde operaţiile de reuniune si intersecţie pentru o familie oarecare F de 
elemente dintr-o algebră Boole, astfel: 


Definiţie. Numim reuniune a elementelor A€ elementul BEB dacă 
satisface condițiile: 
1. AeB pentruorice Ає Я. 


2. Dacă Ас Р pentru orice A € F,atunci B c D. 

Prin dualitate suntem conduşi la: 

Definiţie. Numim intersecţie a elementelor A € F, elementul C є B, dacă: 
1. Cc A pentruorice AEF, 

2. Dacă D с A pentru orice A € F,atunci D c С. 
Notăm B = ЈА, С = (a. 
AeF AeF 

Dacă F= (4, ). „» atunci se utilizează notația: В = U А,,С= N A. 

iel iel 

Definiţie. Se numeşte o — algebră Boole (algebră Boole с — completă), o algebră 
Boole, В dacă pentru orice şir de elemente (4, ) с B există U A, € 3B. 

neN" 

Operatille de reuniune si intersecție definite aici sunt comutative si asociative. 
Principiul dualității se extinde şi asupra afirmațiilor referitoare la reuniuni şi intersecții 
infinite. Relaţiile lui de Morgan rămân valabile. 

Teorema 1 (Legi de distributivitate). Dacă B este о o — algebră Boole şi 


A € 3B, (А, Пе с 3B avem 


«(у 4)- Una) (1.11) 


«п a- (1(4UA,). (1.12) 


Demonstraţie. Notám В = U A, şi F= (А a A,) "T Vom arăta că AQ B 


ne 
* 
neN 


verificá conditiile din definitia reuniunii. 
Din această definiţie avem cá A, с B , deci prin legea de monotonie, adică prima 


condiţie din definiția reuniunii, A( А, c АПВ pentru orice ne №. 
Fie АПА, c D. Avem (414,))- D- АПА, Пр = ^, deci 
A, c C(41D*) pentru orice лє N'. Avem deci B c C(4np*). Rezultá 


13 


C 
Bn((4np*) ) = A, adică BANDE = Л de unde se deduce 40 Bc D, 


deci conditia 2 din definitia reuniunii. 
Relatia (1.12) rezultá prin dualitate. 


1.4. Corp de părţi 


Fie Q o mulţime oarecare formată din elemente œ si (О) multimea tuturor 
pártilor multimii О. 

Definiţie. Se numeşte corp de părți o familie nevidă У < o9) , cu proprietățile: 
(1) АєХ implică А ЄХ; 
(22) А, ВєХ implică AU B єх. 

Din definitie rezultá urmátoarele proprietáti: 
(PL) Ает O eX,O eX. 


C X atunci 14 EÈ. 
i4 
(P3. Dacă A,B € X,atunci A— B eX. 

Demonstraţie. У. fiind nevidá, există cel puţin un element А € X deci conform cu 
(х1), АС €X iar din (х2) rezultă АЈА = Q € X. Observând са QF =Ø 
proprietatea (P1) este demonstrată. 

(P2) rezultá din (х1) 51 (х2) extinse la un numár finit де elemente: 


C 
(14 (Оса) E. 
i=l i=l 


(P3) este imediată ținând seama de faptul cá A — B = AN BC si de (P2) ) 


(P2) Dacă (4,) 


1<і<п 


1.5. с — corp de părți 


Definiţie. Se numeşte o —corp de părți (corp borelian) o familie nevidă 
Xe oQ) care posedă proprietățile: 
(1) АєХ implică А ЄХ; 
(22) (А) CE implică | А, єх. 
neN" 
Proprietăţile (А) -(P,) rămân valabile si pentru © — corpuri. Avem adevărate si 


următoarele proprietăți: 


(PA) Dacă (4, ) e C X, atunci lim A, ,lim A, eX, proprietate care rezultă 


n—»oo 


imediat dacă {шет seama de faptul că lim A, = Uf 4. 


сз 1 к= 
lim A, =Г\ л. 


ac 
E n-l k-b 


(P5. Dacă (4,) м СХ, atunci limA, eX, dacă există. În acest caz 
ле n—»oo 


lim A, = lim A, = lim A, . 
пою по по 


1.6. Мазига 


Definiţie. Fie > un б— corp de părți ale lui О. O aplicație u: 3 — К, este 


prin definiție o măsură (pe > ) dacă: 
l. p este numerabil aditivă. Aceasta înseamnă că pentru orice şir (4, ) e finit sau 


infinit de elemente incompatibile două câte două din > , avem 


| Ua | = Ун(4,) 


neN neN 
2. Există cel puțin un element A, € > de măsură finită. 
Din această definiţie rezultă următoarele proprietăți: 
(1) w(2)-0. 
În adevăr, avem pentru orice A€ È, 
u(4)= (4U)- щА)+ uØ). 
Ținând seama cá există cel puţin o mulţime A de măsură finită, deducem din 
egalitatea precedentă uØ) =0. 
(Q2) Măsura este o funcție monotonă de mulțime: dacă A, B € X си A c B , atunci 
u(4)< (В). 
Demonstrația acestei proprietăți rezultă imediat din 
u(B)= u(4)* u(8 - 4)2 (А) 
deoarece A si B — A sunt incompatibile. 
(3) Раса A,BeX, ACB, atunci u(B = А) = u(B)- (А) consecintá a 


proprietății anterioare. 
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Propozitia 1. Másura este о functie numerabilá subaditivá de multime, adicá 
pentru orice sir (A, ) e c У avem 


d UA | 2 u(4,) (1.13.) 


neN neN 
Pentru demonstraţie vezi [22.]. 


EXERCIŢII SI PROBLEME PROPUSE 


1.1. Să se demonstreze egalitátile: 


a. aula): A (404) 


b. ап(0а)- Ut (404) 
і=1 
1.2. Dacă A( B = ©, atunci А-(С-В)= A-C. 
1.3. Dacă А, В є Q , avem 
(anB)U(4n8*)U(4*n B)U(4^n8*)- o. 
1.4. Sá se determine (О) şi о(ө(О)) dacă 
a Q = {{0,1}, {2,3}, {4} 5,6,7}, {8,910}, 
b. О={2}. 
1.5.Fie două mulţimi A si B. Sá se arate cá Ac В dacă şi numai dacă 
e(4)c (В). 
1.6. Fie multimile A si В să se arate cá: 
a Q(A)Ue(B)c e(AU В). 
b. (АП B)» e(4)n eB). 
c p(4-B)c e(4)- (В). 
1.7. Fie m o măsură pe algebra Boole 8, m este bivalentă dacă ia numai valorile 0 si 
]. Să se arate că dacă m este bivalentă, atunci m(A NB ) = m(4)- m(B ) pentru 
orice А,В є В. 


2. САМР DE EVENIMENTE. PROBABILITATE 


2.1.Câmp de evenimente 


Teoria probabilităților studiază legile după care evoluează fenomenele aleatoare. 

Vom da câteva exemple de fenomene aleatoare. 

1. Cel mai simplu exemplu este dat de experimentul care constă în aruncarea cu zarul 
(un cub cu şase fete numerotate de la 1 la 6), rezultatul experimentului fiind dat de 
cifra arătată de zar la oprire. Repetând experimentul de un număr de ori, nu putem 
prevedea care va fi cifra arătată de zar în fiecare aruncare, deoarece aceasta depinde 
de mulți factori întâmplători (impulsul inițial dat zarului, poziția lui în momentul 
aruncării, particularitátile feţei pe care cade etc.). 

2. Un avion efectuează un număr oarecare de zboruri regulate între două oraşe. Timpul 
de zbor nu este constant, ci prezintă mici variații de la un zbor la altul, tot datorită 
unor factori întâmplători (condiţiile meteorologice etc.). 

3. Nu se poate şti dinainte care va fi procentul de rebuturi la fabricarea unui anumit 
produs. 

În aceste experimente, condiţiile esenţiale ale experimentului rămân neschimbate. 
Toate aceste variații au loc datorită unor factori secundari, care influențează rezultatul 
experimentului. Din multitudinea factorilor care intervin în fenomenele studiate îi vom 
selectiona pe cei decisivi şi vom neglija influența factorilor secundari. Această metodă e 
uzuală în studiul fenomenelor fizice, mecanice şi în aplicaţii tehnice, economice. 

În studiul acestor fenomene, evident, există o diferență de principiu între metodele 
care permit să ţinem cont de factorii esentiali care determină caracterul principal al 
fenomenului şi metodele care tin seama de factorii secundari a căror influență se 
manifestă prin erori sau perturbații. Întâmplarea, complexitatea, multitudinea cauzelor 
care intervin conduc la metode speciale de studiere a fenomenelor aleatoare, metode 
elaborate de teoria probabilităților. 

Aplicarea matematicii la studierea fenomenelor aleatoare se bazează pe faptul că 
prin repetarea de mai multe ori a unui experiment, în condiții practic identice, frecvența 
relativă a apariției unui rezultat anumit (raportul dintre numărul experimentelor în care 
apare rezultatul şi numărul tuturor experimentelor efectuate) este aproximativ aceeaşi, 
oscilând în jurul unui număr constant. Dacă acest lucru se întâmplă, unui eveniment dat îi 
putem asocia un număr, probabilitatea sa. Legătura aceasta dintre structură (structura 
unui câmp de evenimente) şi număr este o reflectare în matematică a problemei 
transferului calităţii în cantitate. Problema convertirii în număr a structurii unui câmp de 
evenimente revine 1а a defini o funcție numerică pe această structură, care să fie o măsură 
această funcţie poartă denumirea de probabilitate. Teoria probabilităților se poate aplica 
numai acelor fenomene care prezintă o anumită stabilitate a frecvenţelor relative în jurul 
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probabilității (fenomene omogene de masă). Aceasta este baza legăturii teoriei 
probabilităților cu lumea reală, cu practica de toate zilele. 

Deci, definiția ştiinţifică a probabilității trebuie să reflecte, în primul rând, 
comportarea reală a fenomenului. Noţiunile şi teoriile probabilistice nu sunt artificii de 
calcul, ci modele ale unor stări şi caracteristici obiectiv determinate ale existenței şi 
devenirii acesteia. Probabilitatea nu este expresia gradului subiectiv de încredere a 
omului în producerea evenimentului, ci caracterizarea legăturii obiectiv existente între 
condiții şi eveniment, între cauză şi efect. 

Probabilitatea unui eveniment are sens atâta timp cât ansamblul de condiţii rămâne 
neschimbat, orice modificare a acestor condiții atrăgând după sine modificarea 
probabilității şi deci modificarea legii statistice a fenomenului. Descoperirea acestor legi 
statistice este rezultatul unui proces îndelungat de abstractizare. Orice lege statistică este 
caracterizată pe de o parte de inconstanta relativă, variabilitatea din comportarea 
diferitelor obiecte, datorită căreia nu putem prevedea în mod univoc comportarea unui 
obiect singular, iar pe de altă parte, faptul că într-o mulțime mare de fenomene are loc o 
constantá stabilă, care propriu-zis este exprimată de legea statistică. 

Statistica practică se referă mai cu seamă la câmpuri de evenimente finite, folosind 
şi câmpuri de evenimente infinite, pe când experiențele din domeniul fizicii şi al tehnicii 
dau loc, în general, la câmpuri de evenimente infinite. 

În teoria probabilităților experimentele studiate sunt experimente aleatoare si 
fiecare realizare a unui astfel de experiment se va numi probă. Rezultatul unei probe este 
un eveniment. 

Exemplu. În aruncarea cu zarul, mulțimea realizărilor posibile va fi 
О = {1,2,3,4,5,6). Cáteva evenimente А = {1,3,5} - rezultat impar; B = {1,2,3,4} - 
rezultat inferior lui 5; C = {2,4,6} - rezultat par. Dacă la o aruncare apare fața cu 
numărul 3 , sunt realizate evenimentele А si В. 

Notând prin Q mulțimea tuturor rezultatelor posibile ale unui experiment 
şi prin pQ) mulțimea tuturor părților lui ©, evenimentele aleatoare sunt elemente 


ale lui e(Q). 

Ín multimea X a evenimentelor asociate unui experiment se pot introduce trei 

operaţii corespunzătoare operaţiilor logice „sau”, „şi”, non". Fie 4, B € X. 

a) „4А sau В” este evenimentul care se realizează dacă şi numai dacă se realizează cel 
puţin unul dintre evenimentele A sau В. Acest eveniment se notează prin AU B 
şi se va numi reuniunea evenimentelor A şi В; 

b) „A şi В” este evenimentul care se realizează dacă şi numai dacă se 
realizează ambele evenimente A şi B, numit intersecția acestor evenimente şi 
notat prin AN B; 

c) „non A”, este evenimentul care se realizează dacă si numai dacă nu se realizează 
A . Acest eveniment îl vom numi contrar lui A şi se notează АС. 

Dacă fiecărui eveniment îi ataşăm mulțimea de probe prin care se realizează, atunci 
operaţiile dintre evenimente revin la operaţiile respective dintre mulțimile de probe 
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corespunzătoare, ceea ce justifică notatille a) b) si c). Rezultatele operaţiilor cu 
evenimente sunt tot evenimente atagate experimentului respectiv. 

Dacă ANB =, deci A si B nu se pot realiza simultan, spunem că A si B 
sunt evenimente incompatibile. 

În mulţimea X a evenimentelor asociate unui anumit experiment, există două 
evenimente cu o semnificaţie deosebită şi anume evenimentele О = AU A^. si 
@ = ANA“. Primul constă în producerea evenimentului 4 sau în producerea 
evenimentului A ceea ce are loc evident, întotdeauna prin urmare, acest eveniment nu 
depinde evenimentul A , în sensul că О = AU A“ = BUB“, В fiind eveniment din 
mulțimea X. Este natural să numim evenimentul Q , evenimentul sigur. Evenimentul 
Ø constă în producerea evenimentului А si în producerea evenimentului АС ceea ce 
nu poate avea loc niciodată. Acest eveniment se va numi eveniment imposibil. 

Fie evenimentele А, B e >. Spunem că evenimentul А implică evenimentul В 
şi scriem A < В ‚даса atunci când se realizează А se realizează în mod necesar В. 

Dacă avem simultan ACB şi Вс A, atunci evenimentele A si В sunt 
echivalente şi notăm A = В (aceasta revine la egalitatea mulțimilor de probe care 
corespund evenimentelor). 

Implicatia dintre evenimente este o relație de ordonare parțială în mulțimea 
evenimentelor şi corespunde relaţiei de incluziune din algebrele Boole. 

Definiţie. Un eveniment А є У este compus dacă există două evenimente 
В,СєУ, В+ А, CŁA astfel ca A=BUC. În caz contrar evenimentul este 
elementar. 

Atomii algebrei Boole a evenimentelor se numesc evenimente elementare ale 
câmpului (notate œ), evenimentul sigur este Q iar evenimentul imposibil ©. 

Dacă mulţimea Q contine un număr finit de evenimente elementare, 
О = lo, No S ks atunci un eveniment este o parte a lui О si deci va contine si el 
un număr finit (r < п) de evenimente elementare. În acest caz mulţimea evenimentelor 
У este chiar po), în general însă avem zu (О) şi У se bucură de 
proprietăți analoage cu ale lui p(Q) : 

Analiza unui număr mare de experimente aleatoare a condus la concluzia 
următoare: 

Axiomă. Mulțimea evenimentelor asociate unui experiment constituie o algebră 
Boole. 

Definiţie. Algebra Boole a evenimentelor asociate unui experiment se numeşte 
câmpul de evenimente al experimentului respectiv. 

Deci câmpul de evenimente va fi o mulțime Q înzestrată cu un corp de 
evenimente X şi se va nota prin (Oz). 

Definiţie. Vom numi corp borelian de evenimente (O — câmp) o multime O 
înzestrată cu un câmp borelian (O — câmp) de evenimente > şi se va nota, de asemenea, 


prin (Oz). 
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Observatie. Un o — cámp este ceea ce in teoria másurii numim spatiu másurabil. 


Exemple. 
1. Oumácontine 20 de bile numerotate de la 1 la 20 . Se extrage o bilă si îi reținem 
numárul. Se cere: 
a) Să se scrie evenimentul sigur. 
b) Fie evenimentele: A - „rezultatul este par^; В - „rezultatul este multiplu de 5” 
şi C - „rezultatul este o putere a lui 2". Să se scrie evenimentele AU B, 
АПВ, AC. Să se arate implicaţiile dintre evenimente. Care evenimente sunt 
incompatibile? 
Răspuns. 
a Q= 11,2,3,4,5,6,7,8,9,1 0,11,12,13,14,15,1 6,17,18,19,20]. 
b) AUB - „rezultatul este par sau multiplu de 5”; Af B - „rezultatul este multiplu 
de 10°; AC - „rezultatul este impar”; C c A şi C(1 B Z. 
2. În experienţa aruncárii cu zarul să se scrie câmpul de evenimente ataşat experienţei si 


să se calculeze numărul de evenimente din câmp. 


Răspuns. 
Avem 


X = (9. {i ЛЕЛЬ S J e Lm Qj 
unde i, j, k,],m iau valori independente de la 1 la 6, iar în cadrul unei grupe toti 
indicii sunt diferiți. Două grupe cu acelaşi număr de indici diferă cel puţin printr-un 
indice. S-a notat prin li | - „apariția feţei cu numărul і”, prin li ‚/ | - „apariția feţei cu 
numărul i sau a feţei cu numărul j ”, deci { ‚/ | = { IU { j | еїс. 
Evenimentele fi } sunt in numár de С E fi, j | in numár de С, x 7 { „j,k | in numár 


de C; etc. deci în câmp avem 1+ C; + C; + C; + C; + C; +1 = 2° evenimente 


3. Oumă conţine 4 bile albe a,,a,,a,, a, si 2 bile negre 71,71. Se extrag simultan 


două bile. Se cere: 
а. 8а se precizeze probele experienţei 
b. бе consideră evenimentele: A, — obţinerea a două bile negre, А, — obţinerea 


a două bile albe, 4, — obţinerea a cel puţin a unei bile negre, 4, — obţinerea 
unei singure bile albe, 4; — obţinerea unei singure bile negre, А, — obţinerea 


a două bile verzi. 

Să se precizeze care dintre ele sunt aleatoare, elementare sau compuse; 
perechi de evenimente compatibile şi incompatibile; perechi de evenimente 
egale; implicaţiile dintre evenimente. 
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Răspuns. 

a. Notánd simbolic prin (a,,a;) extragerea bilelor a, si a, etc. probele experienţei 
sunt (а,а,), CEAN (а,а,), (а,,аз), (а,,а,), (a,,a,), (a,n), (a,n), 
(а,,т), (а,,п,), (аз, т), (as, n;). (дыл); (а„›п,), (nm). 

Numărul probelor este C? = 15. 
b. Evenimentele 4,, 4,, 43, 44, А; sunt aleatoare. 
Evenimentul A, este imposibil, el nu este nici elementar, nici compus. 
Evenimentul A, este elementar, el se realizează printr-o singură probă, 
(n,n) „Avem A, = (n.n; ). 
Evenimentele 4,, 4, 44, 4; sunt evenimente compuse. 
Avem A, = A; deoarece realizarea lui A, atrage după sine realizarea lui А, si 
reciproc. Se observă aceasta şi din egalitatea mulțimilor de probe 
А, = (a, n ) (а, n, } (a, n ) (a, п, ) (a, nj) (a,. n, ) (а, nj) (a,, n, ), 
А; = (n „d, ) (л, а, ) (n ‚@; } (т, а } (n, , а), (n, а, ) (n, »d3 ) (n, » da y 
De asemenea avem 
А, = (а, а, } (a, ‚а; } (а, а, ) (a, а; ) (a, a, | (a, d, ) 
А = (a, sM ) (a, п, ) (а, sM ) (а, п, ) (а, sM ) (а, ‚п ) (а, п, ) (а, Hs ) (n, п, ) i 
Sunt compatibile perechile (4, „A; ); (А, mn ). 
Se pot realiza simultan (4 4» 45 ) : 
Sunt incompatibile perechile: (4,, А,); (4, А,); (4, А,), (А, А,), 
(4, 4). (445). 
Evenimentele A, şi 4,; 4 si 4; 4, şi А„; А, şi 4; A, şi А, sunt 
contrare. 
Avem implicaţiile: 4, C 45, 4; C 4,; А, CA; А; C 4. 
Vom da cáteva proprietáti ale evenimentelor elementare: 

(El. Fie A€X un eveniment elementar şi В € 3 un eveniment oarecare. Dacă 
B c A ,atunci B = sau В = A. 

Presupunând B + (2 si Bz A rezultă că evenimentul C = B — A este diferit de 

A şi de ©, deci A = BUC ceea ce este imposibil deoarece A este elementar. 

(E2.) Condiția necesară şi suficientă ca un eveniment АєУ, Az să fie 


elementar, este să nu existe un eveniment Be >, Bz cu B c A. 
Presupunând că există Вє> cu Bz(2 şi BCA rezultă Bz A. Din 


А= АП(В\) В°)=(дГ\в) (д1 B*, ţinând seama că В = А[\|В, deoarece 
B c A, rezultă: A- BU(4n &*). 
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Notând C = АП В“, avem С = A deoarece în caz contrar am avea 
B=ANB=CNB=(ANBE)NB=AN(B Г1В)= АГ\@=@. 

În relaţia A= BUC avem Bz A, C + A, ceea ce este absurd, deoarece A 
este un eveniment elementar. 

In mod analog se demonstrează: 

(E3. Condiția necesară şi suficientă ca un eveniment A + Ф) să fie elementar este 
ca pentru orice eveniment В să avem АПВ = sau АПВ = A. 
(E4.) Două evenimente elementare distincte sunt incompatibile. 

Fie evenimentele elementare A, şi A, cu A, + А, Presupunem 4 N4 + ©. 
Evenimentul A, este elementar, deci conform cu (£3) A, = А Г\ А,. Analog, 4, 
fiind elementar avem A, = A, N А,. Din aceste relaţii rezultă A, = A, , ceea ce nu se 
poate, deci A, (1 4, = 2. 

(ES) Într-o algebră finită de evenimente pentru orice eveniment compus Be, 
există un eveniment elementar A, AC B. 
Demonstrația este imediată ținând seama de (£ 2). 


(E6.) Orice eveniment dintr-o algebră finită de evenimente se poate scrie sub formă 
unică, ca o reuniune de evenimente elementare. 


Fie B € X un eveniment compus. Ținând seama de (£ 5) există un eveniment 
elementar A, cu A, C B. Notán B, = В – А,, есі В = А U B,. 

Dacă B, este eveniment elementar, prima parte a propoziției este demonstrată. 
Dacă B, este eveniment compus, există un eveniment elementar A, C B,. Notăm 
В, = B, — A,, deci В, = A, U B, şi deci B = AU 4, U B}. 

Dacă B, este eveniment elementar, ne oprim aici cu descompunerea. Dacă В, 
este eveniment compus continuăm procedeul. Algebra fiind finită, după un număr finit de 
paşi obținem 

B-2AUA,U..UA, (2.1) 
unde A, (i = 1,2,...,k ) sunt evenimente elementare. 

Să presupunem că descompunerea (2.1) nu este unică deci că 

Heb A Usa IA SA UA LE A A Q2.) 
unde, spre exemplu: 
А, = А, (S12, ) 2.3.) 

Avem: 

А, ГП\(А U А, U...U 4,) A (4:04, 00...04), 
de unde tinánd seama de (E 4) si de relaţia (2.3) rezultă A, = Ø , ceea ce este absurd. 


De aici rezultă: 
(E7.) Intr-o algebră finită de evenimente, evenimentul sigur este reuniunea tuturor 
evenimentelor elementare. 
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2.2. Probabilitate pe un câmp finit de evenimente 


Să considerăm o urnă U саге contine n bile, dintre care m albe şi n — m negre 
(bile diferă numai prin culoare). Se extrage la întâmplare o bilă. Avem п evenimente 
elementare. Fie A evenimentul „bila extrasă să fie albă”. Acest eveniment se poate 
realiza prin m probe, m E n. 

Definitie. Se numeste probabilitatea evenimentului A raportul dintre numárul 
cazurilor favorabile realizării lui A şi numărul cazurilor egal posibile. Deci 


Р(4)= —. (24) 


Aceasta este definiția clasică a probabilității. Ea se poate folosi numai în 
experimente cu evenimente elementare egal posibile. 


Să considerăm acum o urnă care contine n bile dintre care a, bile de culoarea c,; а, 
bile de culoarea c, ;..; a, bile, de culoarea c,. Astfel n = a, +a, +...+a,. Bilele diferă 
între ele numai prin culoare. Se extrage o bilă din umă. În acest caz extracția unei bile este 
eveniment elementar. Probabilitatea extragerii unei bile de culoare c, va fi dată de definiția 


PA NUES a ; А : И E ăia 
clasică a probabilității, Р = —-, deci eveniment favorabil este extracția unei bile de 
n 
culoare с,. 
Un eveniment oarecare al câmpului este apariția uneia din bile având culoarea 
C, , Cj, >+» Cj, , notat А , pentru care 


P(4)- d, d, Portar 


n 
De aici rezultá cá: 
1. probabilitatea fiecărui eveniment este o funcţie de acest eveniment, având valori 
pozitive; 


=1; 


а +a, +...+а 
2. probabilitatea evenimentului sigur €) este 1; P(Q) ==? " 
п 


3. dacă A= 4 ЈА, си А ПА, =Ø, atunci P(4)= Р(А,)+ P(A,); 
1 

4. evenimentele elementare sunt egal probabile (au probabiltatea — ). 
n 


Se observá cá experimentul extractiei dintr-o urná poate fi interpretat cu ajutorul a 
douá cámpuri de evenimente; cámpul considerat mai sus pentru care eveniment 


elementar este extracția unei bile si un alt câmp, (Г, @(Г)) pentru care eveniment 
elementar este extracția unei bile de culoare c, (/ = 1,2,...,5). Funcţia Р(А) саге 


reprezintă probabilitatea unui eveniment oarecare din Г are proprietăţile 1, 2 şi 3 dar nu 
verifică, in general, proprietatea 4 deoarece evenimentele elementare din Г nu au 
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probabilitáti egale, decât pentru n, =n, —...— n,. Ín acest caz nu se mai aplicá 
definiția clasică a probabilității. 

Să considerăm o urnă cu 7 bile numerotate de la 1 la 7. Se extrage la întâmplare 
o bilă. 

Notánd cu A,, i = 1,...,7, evenimentul care constă în extragerea bilei cu numărul 
i, având în vedere că bilele diferă între ele numai prin numărul înscris, rezultă că 
evenimentele A, sunt egal posibile, deci, în mod firesc o funcţie de probabilitate definită 


1 
pe multimea (A, ) 4,7 Satisface condiţia P(4,) = p,unde p — zi 


Evenimentul A, U A js (iz j) este un eveniment de două ori mai probabil 


decât fiecare din evenimentele АА, deci prelungirea funcţiei P la evenimentele 
A, ЈА, trebuie definită са P(A, UP, ) = Е , (*]) — deoarece 
P(A U 4,)= P(4,)+ PA). 
Ín general, 
Ha U..UA,)- 5.a <..<i, <7) 
pec Ане 


si P(Q) = 1, unde Q este evenimentul sigur. 
Deci, în cazul unui câmp finit de evenimente {О, у} ‚ о probabilitate pe acest сатр 
о vom defini astfel: 
Definiţie. Se numeşte probabilitate pe È} , o aplicaţie P : 3 — R care satisface 
urmátoarele axiome: 
(1) Р(А)> 0 pentru orice A € X; 
Q) Р(О)=1; 
(3) P(A, U А,)= P(4,)+ P(A,) pentru orice А,, A, EÈ cu A, a A, =Ø. 
Proprietatea (3) se extinde prin recurenţă la orice număr finit de evenimente 
incompatibile două câte două. Deci, dacă A, f 4; =Ø, i+j,i,j=l1,...,n, atunci 


0а |-и) 


Exemplu. Într-o pungă se găsesc 200 bilete de loto dintre care un bilet câştigător a 
500.000 lei, 5 bilete câştigătoare a 100.000 lei fiecare, 10 bilete câştigătoare a 50.000 
lei fiecare si 20 bilete câştigătoare a 5.000 lei fiecare. Cineva cumpără un bilet. Care este 
probabilitatea ca cumpărătorul să câştige cel puţin 50.000 lei ? 

Vom considera următoarele evenimente: A - cumpărătorul câştigă cel puţin 


50.000 lei; A, — cumpărătorul câştigă 50.000 lei A, — cumpărătorul câştigă 
100.000 lei; A, — cumpărătorul câştigă 500.000 lei. 


24 


Avem evident А = 4, U А, U А, cu A; ПА, ED I€j,LI]-z123)Ded 
10 5 1 
P(A)- P(4)+ P(4,)+ Р(А,)= — 0.08. 
(4)- P(A)« Pa )e P4) - 20+ 5+ le os 


Definiţie. Numim câmp de probabilitate finit, un câmp finit de evenimente {О, x 


înzestrat cu o probabilitate P , notat (О, XP ja 

Din regula de adunare a probabilităților deducem că pentru a cunoaşte 
probabilitățile tuturor evenimentelor A € X este suficient să cunoaştem probabilitățile 
evenimentelor elementare 0,; l1<i<r, care alcătuiesc mulțimea finită 


О = Í0,,..,0,]. deoarece dacă notăm P((0,))= р;; I<i<r, şi dacă 


А= о, JU „.U о, h atunci 
P(A) = P[(a,)U..Ule,)) = P((a,))+..+P((a,)) =й Жы. 


Deci, un câmp finit de probabilitate este complet caracterizat de numerele 


nenegative р, р,,..., p, cu Ур, es 
i=l 


k ; ; 
Dacă p, —...— p, , atunci P(A)= — unde К reprezintă numărul de evenimente 
r 


elementare care intră în compunerea evenimentului А (evenimente elementare 
favorabile evenimentului 4 ). Se ajunge astfel la definiția clasică a probabilității. 

Din definiția probabilității rezultă următoarele proprietăți: 
(PL) Pentruorice A € E, P(A )=1- P(A). 


Din AU A =Q, AN А = şi din axiomele (2) si (3) rezultă imediat această 
proprietate. 

Exemplu. Un aparat achiziționat de o uzină trebuie pus în funcțiune. Se pot ivi 
următoarele situații: 
a) o bună stare de funcționare; 
b) un uşor dereglaj; 
c) trebuie înlocuite câteva piese; 
d) seimpune o revizie generală. 


În primul caz aparatul continuă să funcționeze. În cazul (b) reglajul durează 10 
minute, în cazul (c) piesele se înlocuiesc într-o oră, iar revizia generală se face în 10 ore. 
Probabilitátile celor patru etape sunt 0,5; 0,1; 0,15; 0,25. 

Să se determine probabilitatea ca aparatul să fie în măsură să funcționeze după cel 
puţin două ore de la instalare. 

Răspuns. Considerăm următoarele evenimente: А - aparatul este gata de funcționare 
după 2 ore; A, - aparatul poate funcționa imediat; Æ, - aparatul necesită un reglaj; A, 


- este necesar să inlocuim câteva piese. 
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Avem evident A = А, U 4, U A, . Deci 
P(A)= Р(А,)+ P(4,)+ Р(А,)= 0,54 0,1 -- 045 = 0,75 
sau 
P(4)-1- P(4*)-1- 025 = 0,75" 

(P2. Avem Р(@) =0. 

Aceasta rezultá imediat din (P1) „din observaţia (Z^ = О. şi axioma (2). 
(P3.  Pentruorice A € 3; avem 0 € P(A) EK]. 

Axioma (1) ne spune cá P(A) > 0. Din (1) si proprietatea (P1) rezultá 
P(A)x1. 
(PA) — Pentruorice А,, A, eX cu A, C A, avem P(A)« P(A,). 

Avem 4, = AU (4, NAE ) unde 4 N (4, NAE )= Ø , deci din (3) rezultă 
P(4,)= P(4,)+ P(A, N A£). Dar P(4, N 4€)2 0 deunde P(4,)> P(4,). 
(P5) Pentruorice А,, А, EÈ avem P(A, -Á ) = P(A,)- P(A, (14, ). 

Din А, = (4, - 4)0(4, ПА), (4, -4)N(4N4)=Ø şi axioma (3) 
rezultă proprietatea enunțată. 
(P6.) Dacă A, C А,, 4,4, € E „atunci P(A, — A,) - P(4,)- Р(А,). 

Această proprietate rezultă din proprietatea (Р 5)(Р;) deoarece in acest caz 
А ПА = A. 
(P7.) P(A, U 4, ) = P(A, ) t P(A, ) = P(A, Г\ A), oricarear fi А, A, EÈ. 

Din relațiile A, U А, = 4 U(4, —(А [1 4), 4A (4 - (4, N4, ))=Ø, din 

axioma (3) si proprietatea (P6) aplicată pentru A, — (A, a А,) rezultá proprietatea 


enunțată. 
De aici rezultă imediat: 


(P8.) P(A, U 4, ) < P(4,)+ Р(А, ) „oricare arfi A, A, EÈ. 


(P9.) Dacă ((A,),..., С È atunci 
0а )-5Р(а)- Y P(AnA)« 
ia m 1<ї<]<п 
+ У (апата) za) 
I<i<j<k<n i-l 


Această relație se demonstrează prin inducţie şi ţinând seama de proprietatea 
(27). 


(P10.) Fie evenimentele (4,) Că cu P(A, N.A А, ) + 0 , atunci: 


1<і<п 


Pa Е )Р(4,|4):Р(4,[4П4)-...-Р(4, 


ы) 
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Formula se demonstrează prin inducţie. Probabilităţile din membrul doi există 
deoarece din 


A [afl An © ИЧР cem eu 

rezultă 

0« Р(А, Г\...Г\ А, ,) x (A Г\...Г\ А,„)<...< P(A OY А,)< P(A) 

Ca ilustrare a proprietátilor (P9) si (Pl 0) sá considerám urmátoarele probleme: 

Exemplu - Problema concordantelor [23]. Într-o urnă sunt n bile numerotate de 
la 1 la n. Extragem pe rând câte o bilă fără a o repune în urnă. Este posibil ca în 
extracția de rang i să extragem bila numerotată cu i ?. Spunem în acest caz cá avem о 
concordanță. 
Răspuns. 

Fie p probabilitatea, ca făcând n extractii să apară cel puţin o concordanță. 

Dacă notăm prin A, evenimentul ca în experimentul de rang i, 1X i € n să apară o 


n-1) 1 
concordanță, avem p = P(A, Ud a ); unde P(A, ) = а, = —, deoarece sunt 
п! п 
posibile n! cazuri (cele n bile se pot extrage in n moduri diferite) si (n — 1)! cazuri 
favorabile, deoarece bila numerotatá cu numărul i trebuie extrasă exact în extracția de 


rang i , deci numai cele n — 1 bile rămase se pot permuta oricum între ele. 
Analog 


Р(А, N 4,)= E 22) Е "m 1) 


(n-3) _ 1 


^no n(n - fn -2) 


Ín relatia din (P9) fiecare termen este, la rándul sáu, o sumá de termeni egali si 


‚1<1<]<п, 


P(A4,14,)- ‚1<1<]<К<п ete. 


k ; 9 АРТИС ©, S Я 
anume C, termeni, unde k este numărul indicilor după care se sumeazá. Avem deci 


1 1 1 E 1 
= С; с} 1с” — 
ж "ncn. "acd n2) EED "п! 
sau 
PEN m 
polar) FI 


Observăm că notând prin q probabilitatea evenimentului contrar, atunci 


E m e nı l 
q-1 P yt 1) ы: 


А : 1 
iar pentru n — oo obținem @—›—. 
e 
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Exemplu. Un lot de 100 produse este supus unui control de calitate. Lotul este 
respins dacă se găseşte cel puţin un rebut la 5 piese controlate la întâmplare. Știind cá 
lotul contine 4% piese defecte, să se determine probabilitatea ca lotul să fie respins. 
Răspuns. 


Notând cu A evenimentul „lotul trebuie respins” vom calcula P(4* ). Notând 
cu A, evenimentul „piesa А controlată este bună” 1 X k € 5, şi ţinând seama de faptul 
că evenimentele A, nu sunt independente, avem 

P(4*) = P(A, n... 4,) 
= P(A)P(A;|A )P(4,|A4 Г\ A; )..Р(А.| А, Г\ А, Г\ А, Г1А,)=, 
100 99 98 97 96 
iar P(4)-1- P(4*). 


23. 6 — cámp de probabilitate 
Calea pe care o urmărim în definirea с — câmpului de probabilitate corespunde 
axiomaticii teoriei probabilităților dată de A.N. Kolmogorov [11] în 1933. 
Definiţie. Fie (0,2) un O —cámp de evenimente. Numim probabilitate pe 
câmpul (о, у} , o funcție numerică pozitivă P , definită pe > dacă: 
1. P(0)-1, 


2. 0 а) = SRAN pentru orice familie numărabilă de evenimente 
iel iel 
(4, ji ; С È , incompatibile două câte două. 

Observăm că probabilitatea este o măsură pentru care u(Q) -]. 

Deci un O — câmp de probabilitate, va fi un с — câmp de evenimente {О, zh 
inzestrat cu o probabilitate; el se va nota cu {О, Р |. 

Proprietátile probabilitátii amintite pentru un cámp finit de probabilitate se extind si 
la с = câmpurile de probabilitate. În plus, dacă (о, 2, Р} este un с – câmp de 
probabilitate avem următoarele proprietăți: 

(P11.) Pentru orice şir de evenimente (4, e CÈ pentru сае A, c A, 


(descendent), avem 


lim P(4,) -r| Г «| 
пећ“ 
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si pentru orice sir de evenimente (4, ) CÈ pentru сае А, 2 A, 
(ascendent), avem 


lim P(A Jeus | 


по 
neN 


Pentru demonstraţia primei relații vom arăta cá dacă N A, = Ӧ, atunci 
neN* 
lim Р(А„)= 0. 
n—o0o 
În adevăr, din А, = Ut, ms) avem P(A )- SP NE Ana) 
т=п 
Pentru и = 0, seria este convergentă, restul seriei fiind convergent către zero. 
Putem scrie 


deci à 
lim P(4,)=0 
Мойт В = П A,. В, М A,—B. Sirul (B,) „ este descendent si 
Пв, = LØ, isi iia P(B B,)- 0. 
Dar 
P(&) -P(A)-P(8)- PLA)- Гра) 
- пем 


lim P(A n П А | 
n—»oo быы 
Pentru demonstrația celeilalte relații se arată că aceasta este echivalentă cu prima, 
demonstraţie pe care o lăsăm pe seama cititorilor. 
(P12.) 7 (tim 4,| < lim P(A, ) < lim P(A, ) < plim A, | pentru orice şir 
пЭ п—›® оо 


по 


(4, ) e СУ; 
Cu notatia В, EN T NT (B, ) este ascendent si 
p=0 
Рт 4.) = Р\їтВ,)= lim Р(В„)< lim P(A, ), 
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deoarece P(B,) < P(A,. „) pentru orice рє №. 


Analog P lim А, )> lim P(A, . Dar lim P(A,) « lim P(A, . 


De aici rezultá ca o consecintá imediatá: 
(P13.) (proprietatea de continuitate secventialá a probabilității). Dacă şirul 


n—»oo 


(4, ) c este 0 — convergent (lim A, = lim A, | A atunci 


по 


Pllim A, )= lim P(4, ). 


(P14.) ef U A]: S P(4,). 


Avem 


1 Us -Jim 0 4) slim Y: P(4)= Z Pla) 
neN 1= i=. neN 


Avem egalitate numai dacá evenimentele sunt mutual disjuncte. 


2.4. Evenimente independente. Probabilitate conditionatá 


Să considerăm experimentul care constă în aruncarea a două monezi, şi fie 
evenimentele: A - să obținem stema pe prima monedă şi В - să apară stema pe moneda 
a doua. 

În acest caz probabilitatea evenimentului A пи depinde de realizarea 
evenimentului В , deci evenimentul А este independent de evenimentul В . 

Să considerăm o urnă care conţine 4 bile albe şi 3 bile negre. Două persoane 


extrag fiecare câte o bilă din urnă. Fie evenimentele: A, - prima persoană a extras o bilă 


albă şi 4, - a doua persoană a extras o bilă albă. Probabilitatea evenimentului A, în 


» 4 
absenta informatilor asupra lui А, este PE Dacă evenimentul A, s-a realizat, 


" ; 1 | 
probabilitatea evenimentului A, este de 5 de unde concluzia cá evenimentul 4, 


depinde de evenimentul A, . 
Definitie. Evenimentele A, B ale cámpului de probabilitate Io, x, P] sunt 
P — independente dacá 
P(AN B)- P(A): P(B). 2.5.) 
Se poate arăta cu uşurinţă cá dacă evenimentele А,ВєУ sunt 


P — independente, atunci perechile de evenimente A, В°; В, AC: AC, BO sunt 
P — independente. 
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Aplicaţie. Doi trăgători trag simultan asupra unei tine câte un foc fiecare. 
Probabilitátile de nimerire a tintei sunt 0,8 pentru primul trăgător si 0,6 pentru al doilea 
trăgător. Sá se determine probabilitatea ca tinta să fie atinsă de cel puțin un trăgător. 
Răspuns. 

Fie evenimentele A, - trăgătorul cu numărul i (7 = 1,2 ) nimereste tinta. Avem 

P(A. U 4,)= P(4,)+ P(4,)- Р(А, N4, )=0,8 +0,6- 0,8. 0,6 = 0,92. 


Definiţie. Evenimentele (4,) c X sunt P — independente m câte m dacă 


Ixi€n 
pentru h & m sil K i, <i, « ...« i, € n avem 
PlA, П..П4, )= Pla, pla, )..P(4, ). (2.6) 
Баса m = n evenimentele sunt P — independente in totalitatea lor. 
Observaţie. Dacă n evenimente sunt independente două câte două, nu sunt neapărat 


independente în totalitatea lor. Acest lucru se vede din exemplul următor datorat lui S.N. 
Bernştein. 


Se consideră un tetraedru omogen cu feţele colorate în alb, negru, roşu şi a patra 
în cele trei culori. Efectuăm experimentul aruncării acestui corp o singură dată. Să 
notăm cu A, evenimentul ca tetraedrul să se aşeze pe fata cu numărul 7, i = 1,2,3,4. 
Evenimentele A, sunt evenimente elementare ale câmpului asociat experimentului 
descris. 


1 


Avem Р(А,)=— (i = 1,2,3,4). Dacă notăm A = А U 4, B- A,U As, 
i=% 1 2 1 3 


C = А ЈА, avem P(A) - P(B) - P(C ) = T deoarece pentru fiecare culoare 


sunt patru cazuri posibile şi două cazuri favorabile — fata cu culoarea respectivă şi 
fata cu toate culorile. 


De asemenea, P(A N B) = P(B N C) = Р(С N A) = E : deci 
evenimentele 4, B, C sunt P — independente două câte două. Avem însă 
P(AN8NC)= P(4)- T P(A)P(B)P(C) =} de unde, rezultă că 
evenimentele 4, B, C nu sunt P — independente în totalitatea lor. 

Definiție. Spunem că evenimentele (А, e CÈ sunt P — independente dacă 


orice numár finit de evenimente din acest gir sunt P — independente. 
Aplicatie. Un aparat se compune din trei elemente a cáror fiabilitate (durata de 
functionare fárá defectiune tot timpul intr-un interval de timp dat) este egalá cu 0,9 ; 


0,85 si 0,75. 
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Primul element este indispensabil pentru functionarea aparatului, defectarea unuia din 
celelalte douá elemente face ca aparatul sá functioneze cu un randament inferior, iar 
defectarea simultană a elementelor doi şi trei face imposibilă funcționarea aparatului. 
Elementele se defectează independent unul de altul. Se cere probabilitatea ca aparatul să 
funcționeze tot timpul într-un interval de timp dat. 

Răspuns. 
Fie evenimentele A, - elementul i (i = 1,2,3 ) funcţionează fără defecţiune şi А - 
aparatul funcţionează chiar cu un randament inferior. Avem 
A- (A144 4)U(4 n 4£ n 4)U(4 n 4 n 4€) 
Astfel 
P(4) = Р(А ПА, ПА) + P(4 n 4£04)« P(40 4 n А$)= 
= P(4)P(4.)P(4,) Ра )P(4 )Р(А,)+ Р(А,)Р(А,)Р(4$ )=. 
= 0,9 - 0,85 -0,75 + 0,9 - 0,15 - 0,75 + 0,9 - 0,85 - 0,25 = 0,866 
În exemplul cu urna am văzut că rezultatul experimentului de care este legat A, 
influențează condițiile experimentului de care este legat Æ, (extrăgând din urnă o bilă 
albă prima persoană, vor rămâne în urnă pentru extracția ce va fi efectuată de persoana a 
doua numai 3 bile albe si 3 negre). 
Deci probabilitatea evenimentului 4, variază în funcție de realizarea lui А, in 


T 1 А 2 ; 
sensul cá aceastá probabilitate este 5 dacă s-a realizat A, sau 3 dacá nu s-a realizat 
A,. Este deci natural să numim probabilitatea evenimentului 4, condiţionată de 
evenimentul A, şi să o notăm prin Р(А,|А,) sau P, (4,). 


Definiţie. Fie 19,2, P} ип O—câmp de probabilitate şi A, B €X си 


P(B ) + 0. Numim probabilitate a evenimentului A condiționată de evenimentul В, 


raportul 
Р(АГ\В 
PAD) _ ајр) (2.7.) 
P(B) 
Notăm şi P(A|B) = Р, (4) . 
Tripletul (о, 25 P] este un o — cámp de probabilitate dacá (О, X, Р} 
este un o —cámp de probabilitate. (Se verifică cu uşurinţă axiomele din definiția 
probabilității). 


Analog putem defini probabilitatea evenimentului B condiţionată de 


evenimentul A, P(B|A) == P(AQ B) , unde P(A) + 0. 


Р(А) 
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Din cele douá relatii tinánd seama de proprietatea de comutativitate a intersectiei 
rezultă 


Р(А)Р(В|А)= Р(В)Р(А|В). (2.8) 
Din (2.7) rezultă cá, în cazul a două evenimente independente P (4B ) = Р(А) E 


Definiţie. Numim sistem complet de evenimente o familie cel mult numărabilă de 


c X cu А, ПА, =Ø ретти отсе iz j,i,jel ғ (ЈА =0. 


iel 


evenimente (А, ) 


iel 
Formula probabilității totale. Fie (4,) 
cu Р(А,) = 0, ie Т.Репти A € X , avem 


P(4)= Y. P(A))P(4|4.). Q.9) 


iel 


< У un sistem complet de evenimente 


iel 


Pentru demonstrație să observăm са pentru fiecare iel avem 
P(AN4,)= P(A,)P(A|A,), de unde însumând după i obţinem 


Y. P(4,)P(4]4,)= V P(4n A) 


iel iel 


dar 

X Р(АГ\ А,)= Да П [U 4) = P(A19)- P(A). 

iel iel 

Exemplu. Zece aparate de acelaşi tip sunt date în exploatare: trei provin de la uzina 

U, cinci provin de la uzina U,, iar două de la uzina U, . Aparatele sunt supuse unei 
probe de verificare. Cele care provin de la prima uzină trec proba de verificare cu 
probabilitatea 0,9 , cele care provin de la uzina U, cu probabilitatea 0,75 , iar cele care 
provin de la uzina U, cu probabilitatea 0,85 . Se alege la întâmplare un aparat. Care este 
probabilitatea ca aparatul să treacă proba de verificare? 


Răspuns. 
Facem următoarele ipoteze: A, - aparatul ales provine de la uzina U;, 
1 1 
îi = 1,2,3. Avem P(4)-—. P(4)-7. P(A)- =. Dacá notám prin A 


evenimentul „aparatul ales trece proba de verificare", avem P(4|4)- 0,9, 


P(4|4,)- 0,75, P(4|4,) - 0,85 si 
P(4)- Y; P(4)P(4 


_163 


Кешу 
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Formula lui Bayes (sau teorema ipotezelor) Fie un sistem complet de 


evenimente (4) с X. Probabilitátile acestor evenimente (ipoteze) sunt date înainte 


iel 
de efectuarea unui experiment. Experimentul efectuat realizează un alt eveniment А. Sá 
arătăm cum realizarea evenimentului A schimbă probabilitățile ipotezelor. Trebuie să 


determinăm deci probabilitățile P(A|4) pentru fiecare ipoteză 4,, ie. Avem 


plaja- 04. dar Р(А, N А)= Р(А,)Р(А|А,) şi ţinând seama de (2.9) 


rezultă 
|. P(ADP(AȚA, 
P(4|4)- Trada) (2.10) 
jel 
, Exemple. | 


1. In condiţiile exemplului anterior se alege la întâmplare un aparat şi se constată cá el 
trece proba de verificare. Care este probabilitatea ca el să provină de la prima uzină? 
Răspuns. 
Avem 


P(A|A)- RA, )Р( АА,) 
> eta Jr) 
UE 
unde evenimentele А si A;, j=1,2,3 sunt notate ca la exemplul anterior. Astfel 


54 
P(4|A)- s 


2. [42] Se considerá douá loturi de produse dintre care un lot are toate piesele 
1 
corespunzátoare, iar al doilea lot are Fi din piese rebuturi. Se alege la întâmplare un 


lot şi se extrage din el o piesă constantându-se că este bună. Se reintroduce piesa în 
lot şi se extrage din acelaşi lot o piesă. Care este probabilitatea ca piesa extrasă să fie 
un rebut? 
Răspuns. 
Fie A evenimentul „a doua piesă extrasă este rebut", iar 4,, А, evenimentele 


de a extrage această piesă din primul respectiv al doilea lot. Formula probabilității totale 
ne dă 


P(4)= P(A, )P(4]4,)-+ Р(а,)Р(4|,) 
Avem P(44,)- 0, P(4J4,)= | 


Din formula lui Bayes vom calcula Р(А). Notám cu B,, В, evenimentele ca 


prima extracţie să se facă din primul, respectiv al doilea lot, iar В evenimentul „piesa 
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‚ P(B|B,)-1 si 


extrasă este bună”. Atunci P(B = Р(В „)= г рвјв)-з 
alea 


P(A,)- P(B, |p)- 3 7. deci P(A ==: 
Inegalitatea lui Boole. Fie {О,У, Р} un сатр de probabilitate si (A, Ji Кер; 


multime cel mult numárabilá de evenimente. Dacá N A, € È „atunci: 


ANa i-a) 11) 


În particular 


Аба e rta) -n. (2.11') 


Demonstratia este imediată dacă scriem 


Ape) do] due 


şi aplicăm proprietatea (Р 1 4) . În particular 


Fai Xn Уа) 9; 9(4)- (n1) 


EXERCITII SI PROBLEME PROPUSE 


2.1. О urnă contine 20 de bile numerotate de la 1 la 20 . Se extrage o bilă. Se cere: 
a. Sásescrie câmpul de evenimente ataşat experimentului respectiv. 
b. Ce puteți afirma despre următoarele evenimente: А - numărul de pe bilă este 
раг; В - numărul de pe bilă este multiplu de 5; С - numărul de pe bilă este о 
putere a lui 2. 
2.2. Se aruncă trei zaruri. Să se calculeze probabilitatea ca suma punctelor obținute să fie: 
a. egalăcu 16; 
b. mai mare decât 16; 
c. mai mică decât 20. 
2.3. Un elev A, primeşte o informaţie pe care o transmite sub formă de semnal „da” sau 


„nu” unui elev A,. Acesta o transmite lui 4, si А, lui A,. Ultimul elev anunță 


rezultatul primit. Ştiind că fiecare din ei spune adevărul într-un singur caz din trei, să 
se determine probabilitatea ca primul elev să fi spus adevărul dacă ultimul a spus 
adevărul. 


13 
Ră „P=—, 
ăspuns 4l 
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2.4. persoană scrie n scrisori la n persoane. Pune fiecare scrisoare în plic, închide 
plicurile şi apoi scrie la întâmplare adresele pe plicuri. Care este probabilitatea ca cel 
puţin o scrisoare să ajungă la destinatarul său? 

1 1 1 aal 

Răspuns. P =1-—+———+..+(—1) рз. 

21 31 4! п! 

2.5. Trei discuri A, B, С sunt vopsite pe ambele fete astfel: A - are două fete albe; В - 
are o faţă albă şi una neagră; С - are două fete negre. Se alege la întâmplare un disc 
şi se observă cá are o faţă albă. Care este probabilitatea ca şi cealaltă față să fie albă? 


2 
Răspuns. P = zi 


2.6. Se dau şase urne cu următoarele structuri: (U ) - douá urne contin cáte 4 bile albe 
si 2 negre; (U 3) - trei urne contin cáte 3 bile albe si 5 negre; (U,) - o urná 


conținând 6 bile albe şi 4 negre. Se extrage la întâmplare о bilă dintr-o urnă. Se 
сеге: 

a. Probabilitatea са bila extrasá sá fie пеарта. 

b. Dacă s-a extras o bilă albă, care este probabilitatea ca bila extrasă să fie dintr-o 


urná cu structura (U Йй ). 


Ráspuns. 
a P- ОЛ; 

720 

a : : : 135 
b. Seaplicá formula lui Bayes si se obtine P — 367 А 


2.7. La un liceu de specialitate în cei trei ani sunt n elevi, din саге 7, , (k = 1,2,3) în 


anul K . Se iau la întâmplare doi elevi si se constată că unul este mai bine pregătit la 
învățătură decât cel de al doilea elev. Care este probabilitatea ca elevul mai bun să fie 
în ultimul an? 


1 1 

— + — 

n, n, 
1 1 T^ 
n n, п, 


Ráspuns. P — 


2.8. Avem piesele lucrate de acelaşi atelier în două zile puse separat. Piesele lucrate în 
prima zi corespund condiţiilor tehnice de calitate, iar dintre cele lucrate a doua zi, Fi 


sunt de calitate necorespunzátoare. Se ia o piesă la întâmplare şi se constată cá este de 
calitate. Să se determine probabilitatea ca o altă piesă luată la întâmplare din aceeaşi 
grămadă să fie necorespunzătoare dacă prima piesă, după verificare, este repusă la 
loc. 


3 
Răspuns. P = —. 
: 28 
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2.9. Într-o urnă sunt zece bile dintre care х de culoare albă si у de culoare roşie cu 

2 < x < 8. Se cere: 

a. Să se calculeze în funcţie de x probabilitatea ca trăgând simultan două bile din 
urná să fie ambele de aceeaşi culoare. Aplicaţie numerică x = 4. 

b. Care trebuie să fie numărul x al bilelor albe pentru ca această probabilitate să fie 
minimă şi care este acest minim? 

c. Să se verifice că formula care dă pe Р în funcţie de x este valabilă si pentru 
X = 0 şi pentru x 21. Să se spună, fără calcul, de ce ea rămâne valabilă si 
pentru x = 9 şipentru x = 10. 

(Bacalaureat, Nice, 1967) 


4 
Răspuns. P = x? —10x+ 45; x, =5; Pia = 


37 


3. VARIABILE ALEATOARE. CARACTERISTICI NUMERICE. 
FUNCTIE DE REPARTITIE 


Una din notiunile fundamentale ale teoriei probabilitátilor este aceea de variabilá 
aleatoare. 

Evenimentele unui câmp de probabilitate nu sunt, principial, mărimi în înțelesul atribuit 
acestora în ştiinţele naturale sau tehnică; ele se descriu însă cu ajutorul unor mărimi având 
valori reale şi care, în general, sunt rezultatul unor măsurători. Principalul merit al actualei 
sistematizări a calcului probabilităților constă în definirea vanabilelor aleatoare, deci a 
mărimilor pe care ni le prezintă experimentul direct, sau teoriile destinate să-l interpreteze. 

Dacă înţelegem prin variabilă aleatoare o funcție reală definită pe mulțimea 
evenimentelor elementare asociate experimentului considerat vom putea ilustra prin 
exemple tipice pentru teoria probabilităților cum se trece de la un eveniment la o variabilă 
aleatoare şi anume: 

Exemplu. Să considerăm un experiment care are ca rezultat evenimentul А. În 
locul evenimentul А putem considera variabila aleatoare & care ia valoarea 1 dacă s-a 


realizat A şi 0 dacă s-a realizat AC. Am definit o variabilă aleatoare bernuolliană cu 
două valori (variabilă indicatoare a evenimentului A ) prin relația 


1 pentruoeA 
&(ю)= 


In practică este de multe ori mai comod са în locul evenimentelor să utilizăm 
variabilele aleatoare indicatoare care le sunt asociate. 
Această schemă poate fi extinsă în sensul că putem considera un experiment care 


0 pentruo e АС. 


are ca rezultat un sistem complet de evenimente (4,) . Dacă convenim să atribuim 


1<і<п 
valoarea n — j în cazul in care s-a realizat evenimentul 4,, 1< j < n, am definit o 
variabilă aleatoare bernoulliană cu n valori, & , prin relaţia (о) = п— j dacă œ € A j 


1<]<л. 


3.1. Variabile aleatoare discrete 
Fie (О, У, Р} un c — сатр de probabilitate si (4, ) 


(finit sau numárabil) de evenimente. Sistemul numeric р, = Р(А, ), iel, 


c У un sistem complet 


iel 


se numeste distributia o — cámpului de probabilitate. 
Definiţie. Numim variabilă aleatoare discretă o funcţie ©, definită pe mulțimea 


evenimentelor elementare œ € O cu valori reale dacă 
1. ё iavalorile x,,iel; 
2. loklo) =x, jez, icl. 
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O variabilă aleatoare discretă pentru care I este finită se numeşte variabilă 
aleatoare simplă. 


Schematic variabila aleatoare $ se notează prin 


X, 
а MP ; 71. 3.1. 
а E Ур (5.1) 


je] del 

Tabloul (3.1) se numeşte distribuţia sau repartiția variabilei aleatoare & . 

Numărul produselor defecte dintr-un lot examinat, numărul de defecţiuni саге араг 
într-o anumită perioadă de funcţionare a unui dispozitiv, indicatorul unui eveniment A 
sunt variabile aleatoare discrete. 

Faptul că У р, =1 ne sugereazá ideea cá aceastá sumá se repartizeazá intr-un 

iel 

anumit mod între aceste valori х,, deci din punct de vedere probabilistic o variabilă 
aleatoare este complet determinată dacă se dă o astfel de repartiție. Vom stabili o astfel de 
lege de repartitie. 

Una din formele cele mai simple in care putem reprezenta o astfel de lege este 
forma schematicá (3.1) sau sub forma unui tabel. 


O altă formă este cea grafică luând pe axa absciselor valorile x, iar pe axa 


ordonatelor probabilitățile corespunzătoare. Putem obţine unind aceste puncte poligonul 
de repartiție: 


A 
Р 
Pa 
Р 

п р 
| | 
| | | 

| | | | 
| | | 

| | 1 1 P 

0 A R 75 m 


sau diagrama in batoane 


39 


Р 
Рз 
Р 
Pi 1 PA 
x 
0 л A 73 m 
Figura 3.2. 


Exemplu. Un lot de piese este supus unui control de calitate în modul următor: se 
extrage pe rând câte o piesă care se cercetează dacă poate fi admisă sau nu. Se cercetează 
5 piese. Dacă piesa din extracția de rang k = 1,2,3,4 nu corespunde, lotul se respinge. 
Să se scrie tabloul de repartiție al variabilei aleatoare care reprezintă numărul de piese 
cercetate, dacă probabilitatea ca o piesă luată la întâmplare din lot să fie admisă este 0,85 . 

Să se traseze poligonul de repartiție corespunzător. 

Răspuns. Variabila aleatoare & poate lua valorile: 


a. 1 -dacă prima piesă este rebut, deci P(E = 1) = 0,15; 

b. 2-dacá prima piesá extrasá е buná, iar a doua rebut сапа P(& E 2) = 0,85.0,15; 

c. 3 - dacă primele două piese sunt bune şi a treia rebut şi P(& = 3) = (0,85) -0,15; 

d. 4 - primele trei piese sunt bune, iar a patra rebut pentru care 
P(&- 4) = (0,85) -0,15; 

e. 5 - primele patru piese sunt bune, P(E = 5) = (0,85). 

Deci 


1 2 3 4 5 
ci 0,15 0,1275 (0,85) 0,15 (0,85)-0,15 (0,85) 


Poligonul de repartiție este cel din figura 3.3. 


fx) 
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Dacă & este o variabilă aleatoare discretă care poate lua valorile diferite x; 


(i = 1,2...) putem face să-i corespundă un sistem complet de evenimente (4,) aşa 


i=1,2,... 
fel încât 4, = follo) =X, р Ținând seama de faptul că valorile x; sunt diferite, rezultă 
că А, ПА, =Ø (i j)si UA = О, deci UA] = Y P(4,)=1. 

id i4 i=l 


Reciproca a fost arătată mai sus. 
Definiție. Fie & si m două variabile aleatoare definite prin 


&(o)- x, pentru © € A,,(n=1,2,...) 
(m -1,2,...) 


(A, | şi (B, | fiind două sisteme complete de evenimente. Spunem că variabilele aleatoare 


2. 
n(o)- Ym pentru Oe В ey) 


m 


Ё şi n sunt independente, dacă pentru orice m şi n avem 
Р(А„Г\В„)= P(4,)P(8,). 3.) 
Cu alte cuvinte sistemele complete (4, | 51 TA | sunt independente. 
Fie £ si т două variabile aleatoare definite prin (3.2) şi f o funcţie reală de două 
variabile reale. Variabila aleatoare б = f l&n) ia valorile 2, = f (x, Yp) şi este 


definită de sistemul complet de evenimente С, = folklo) = X, nlo) = Ya " 
Avem 
Р(С(®) = 2) F Á 2; Ро) = x nlo) = Yn ) : (34) 
Dacă & şi n sunt SM ao avem 
P(&(o)= x, (o) - у„)= P(&()- х,„)Р(т(®)= yn). 
Cu notatiile p, = P(E(c)- x,), а, = Р(т(®)= у„) rezultă 


Р(С(®)= z)- | 2, Pran (3.5) 
Г(хп,Ут FZ 
Pentru f(x, y) = x + y avem 
Р(С@®)=:)= Ma, (3.6) 


Dacă, în particular Ё şi m nu pot lua decât valori întregi nenegative, avem 
k 
P(£(o)-k)-Y,p,4.; G7) 
j-0 


Distribuţia lui б = 5 + | se numeşte compunerea lui б si n. 
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Spre exemplu fie variabilele aleatoare simple 
Tp e zh (p 5 a 
Р, +++, D, qi D d 


Variabila aleatoare & + n are tabloul de distribuţie 


XP AEEY cv GEY c Xa Ym 
ed " s | 
Pu Po Pi Pam 
unde 
p, = Po) + nlo) =x +у,)= Р (®)= x 0 ho) - »;] 
си 


п т 


Yi. 


i=l j=l 

Dacă & şi n sunt independente Dj = Didj- 
Variabila aleatoare &r| are tabloul de distribuţie 
ei АУ, АУ» t ур XS. 

| Pu Po Гел Dij S Pun 
cu 

Pj = Pilolo) = ху,)= P(lele(o) =% jn eni) = у; j 

Operatiile de sumă şi produs se extind la orice număr finit de variabile aleatoare. 


Rezultă deci: 
Puterea unei variabile aleatoare are tabloul de distribuţie 


zi D 5 | 
Р, cU Pk 
deoarece Plé (o) e ) = P(&(o)- х;)= p,. 


Inversa unei variabile aleatoare cu valori nenule are tabloul de distributie 


ЖОГЫ! 
- X 1 X, 
p 1 Р п 
Dacă variabila aleatoare m admite inversă, atunci definim câtul а = emn" 51 are 
n 
tabloul de distribuție 
Ki x X, 
E D 
n . y 1 у Jj X m 
p 11 Р ij р пт 
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O constantă a poate fi interpretată ca o variabilă aleatoare definitá pe orice 
mulțime de evenimente elementare, iar tabloul ei de distribuţie interpretată ca variabilă 


a 
aleatoare va fi а: H deci vom putea face totdeauna operații cu variabile aleatoare si 


constante. 

Exemplu. Se dă ecuația ax + by + c = 0 , in care coeficienții a,b,c se determină 
prin aruncarea unui zar. Să se determine probabilitatea ca dreapta astfel obținută să treacă 
prin punctul de coordonate (— 11). 

Răspuns. Experimentului de determinare a unui coeficient îi ataşăm variabila aleatoare & 
care ia ca valori numărul de puncte apărut, deci 


1. Ж 87-4 9%. 56 
E oe qo d d 


6 6 6 6 6 6 


Fie $,5,,6, variabilele aleatoare corespunzătoare determinării coeficienţilor 


а,Ь,с. Aceste variabile aleatoare sunt independente. Dreapta trece prin punctul (— 1,1) 
când Ё, +5, +5, =0. Deci trebuie sá determinám 


P(-& +6, +8 2 0)- P(E, - &; +8). 


Ținând seama de faptul cá variabilele aleatoare sunt independente putem scrie 


P(-5 && -& -0) -È P(E +i Ап - )- 


Avem P(&, = k)— 


X PIE, +, =k)= Р(&, +8, <6) 


k=l 

fiind probabilitatea ca suma punctelor obținute la aruncarea a două zaruri să fie mai mică 
decât 6. Ținând seama de faptul că tabloul de distribuție a variabilei aleatoare care 
reprezintă suma punctelor obținute este 


2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
1 2 3% $2 ur oW. lube 3 2 eg 


6 0 0 6 6 6 6 6 6 6 6 


avem 
15 


6 
P(E, + -k)- 
2. (E, +6, r 
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deci 


РІС, > Ba +a) 72 


3.2. Momentele unei variabile aleatoare discrete 


Momentele unei variabile aleatoare discrete sunt valorile tipice cele mai frecvent 
utilizate în aplicații. 
Definiţie. Fie & o variabilă aleatoare discretă care ia valorile x, cu 


probabilitățile p,, i e I . Dacă seria кр р; este absolut convergentă, expresia 


iel 


= У хр, (3.8.) 


iel 
se numeşte valoare medie a variabilei aleatoare discrete €, . 
Dacă & este o variabilă aleatoare simplă care ia valorile x,...,x, cu 


probabilitățile p,...., p, , atunci valoarea medie va fi 


М(&)= хр. (3.8) 


Vom da in continuare cáteva proprietáti ale valorilor medii. 
(Pl) Dacă ©, şi m sunt două variabile aleatoare discrete definite prin (3.2.) şi dacă 


M (£) şi M (n) există, atunci există valoarea medie M (£ + n) şi 
M(&*n)- M(5)* M(v). (39) 
Notând prin C; evenimentul folklo) = Х;, nlo) =}, }, ic " formeazá un sistem 


complet de evenimente si x - B,, UC, = 4, de unde У P(c;)- Р(В,), 
Xe 000 | 
MG a suple je Ула) Stei) 
-У»Ус)+Б»®с)-®^(а)+у>уР(в)- 


-м(+м() 


Prin recurentá, se obtine: 
(P2. Fie £y (К -l..,n) n variabile aleatoare discrete. Dacă М (£ а) există, 


atunci M 5 & ] existá si 
к 
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К=1 


м(ўъ)- Se). (3.10.) 
k=l 
(РЗ). Fie & o variabilă aleatoare discretă şi с o constantă. Dacă М (&) există, 
atunci M (c£) există şi 
М(с&)= cM(E). (3.11) 


Proprietatea rezultă imediat din definiție şi anume 
М(с) = х pi(ex,) = 233 РА = cM (©). 


Proprietátile (P2) si (P3) conduc la: 
(PA. Fie &, (k 2l... n) n variabile aleatoare discrete şi c,, (k 2l...,n), n 


К=1 


ЭЗ - YaM (Ez). G.12) 


(P5) Valoarea medie a variabilei aleatoare & — M (E) = 1] este nulă. n se numeşte 


constante. Dacă M(&,) (k — Ll... n ) există, atunci n$ а) existá si 


abaterea variabilei aleatoare €, . 


Deoarece М (2) este o constantá, valoarea medie а unei constante este aceea 
constantá, deci 


M(&-M(&)- M(&)- M(E) - 0. 
(Рб).  Inegalitatea lui Schwarz. Fie & si m două variabile aleatoare discrete pentru 
care existá M (22) şi M (n? ). Atunci 


|M (En) < JMe Mh’). 3.13) 


Pentru demonstraţie vom considera variabila aleatoare б, = (& =) unde А 


este un parametru real. Avem 
M(G,) = M(£)-2xM (En) -X M(w ). 

Dar б, > 0, deci M (С a) > 0 pentru orice À real. De aici rezultă 

M(&)-2xXM(En)-M(y)2 0, VAER, 


de unde (3.13.). 
(P7) Dacă © şi m sunt două variabile aleatoare discrete independente si dacă 


M (5) şi M (n) există, atunci M (En) existá yi 
M(&n)- M(&)M v). (3.14) 
Notánd prin C, = Je) = ху, т(®)= y р L avem 
M(En)= 2,2 36): 
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Dar & si n sunt independente, deci 
P(c,)- P(& = x,)Pln = у,)= рд, 
51 


M(&n)- [x 2b» "s -M(&M(). 


Exemplu. Un aparat este format din 5 elemente care se pot defecta independent 
unul de altul. Numerotám elementele de la 1 la 5 si fie p, = 0,3 - 02(k — 1) 


probabilitatea să se defecteze elementul cu numărul k, k = 1,...,5. Să se calculeze 
valoarea medie a numărului de defecţiuni. 
Răspuns. Fie ©, variabila aleatoare asociată elementului cu numărul K care ia valori ре 


1 sau 0 după cum elementul se defectează sau nu, 


1 0 
: ‚= 1,...,5. 
Е m +0,2(k -1) 0,7 —0,2(k — i) 
Variabila aleatoare care dă numărului de defecţiuni este & = 6, +6, - 5, + $, +8, 
deci 
М(&)= м(&)+м(5,)+ М(&,)+ M(&,)* М (6). 
Avem М(&,)= 0,3 + 0,2(k — 1) de unde 


5 


М(&)= X [0,3 +0,2(k 21) 2 3,5. 


k=l 
Definiție. Fie & o variabilă aleatoarea discretă si r un număr natural. Dacă 


există valoarea medie a variabilei aleatoare &', atunci această valoare medie se 


numeşte moment de ordin r al variabilei aleatoare & şi se notează 


a,(£)- Mg )- оар, ) (3.15.) 


Valoarea medie a variabilei aleatoare ll se numeşte moment absolut de ordin 


r al variabilei aleatoare € si se noteazá 
В.(&)= M (| )- il] Ba. (3.16) 
k 


Definiţie. Fie o variabilă aleatoare discretă ©. Momentul de ordinul r al 
variabilei aleatoare abatere a lui & se numeşte moment centrat de ordinul r a lui & şi 
se notează 


u,(5) - o, (& - M(&)). (3.17. 


Momentul centrat de ordinul doi a variabilei aleatoare discrete & se numeşte 


. . . у " . 2 2 E 
dispersie sau variantă si se notează prin D (&) sau O“ , deci 
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D'(E)- o? = и„(®). (3.18.) 


Numárul D(&) =0 = Ju. E ) se numeşte abatere medie pătratică a lui Ё,. 
Vom da in continuare cáteva proprietáti ale dispersiei si ale abaterii medii pátratice. 
(Pl) Are loc egalitatea 


D'(5)- M(&)-[w (T. (3.19) 


Într-adevăr, ținând seama de definiție 


pe) =м(-м(8р)- 2m eme) MeF) 

-M(g)-21w (6) «Dv EF = w(*)-Du 

(P2. Dacă и — a& * b cu a şi b constante, atunci D( ()= а|Р( (E). 
Avem 


M(n)- aM(6)+b, 
M(n2)= ам (2) + 2аьм(=)+ > 
de unde D?(n)= a? D" (8). 
Їп particular, pentru b = 0 avem D’ (аё) = а?р?(®). 
(P3). Ае (E "m , п variabile aleatoare discrete, două câte două independente şi 


€,,...,C,, A constante. Atunci 


(Sea, ]- Уе E) (3.20.) 


Ținând seama de (3.19.) avem 


Р) "pega: 


[as юу оова |- b» - 


h«k 


= -Yem (g )22Yoc6M( (4,5) - Sei [M(&)] i 


h«k 


-2% c,c,M ( M (£) 


h«k 


Dar М(5,5,)= M(&,)M(&, ), deci 
(Sea, | = Уа Iw (22) (ue) | 


de unde (3.20.). 
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(PA)  Inegalitatea lui Cebisev. Fie & o variabilă aleatoare. Atunci 
D? 
P(loje(o)- М (&) > sj) « DX) (321) 


pentru orice € > 0. 
Această inegalitate poate fi pusă sub o formă foarte des folosită în aplicaţii şi 


anume, luând = = aD(&), (3.21.) se scrie 
1 
Plé- М (&) > ab(&))« z (62) 


De exemplu, dacă luăm а = 3 , din (3.21'.) deducem 


p(E-u(e)>306)<3, 


adică probabilitatea ca o valoare a unei variabile aleatoare să iasă din intervalul 
(M (£)-3D(5), M (&)+3р(®)), este mai micá decát 3 deci majoritatea valorilor 
variabilei aleatoare se vor grupa in jurul valorii medii pe un interval de lungime 6D(£). 
Aceasta este regula celor 3o . 

3.3. Variabile aleatoare de tip continuu 


Fie {О, 2, Р} un O — câmp de probabilitate. 
Definiţie. Se numeşte variabilă aleatoare o funcție $:€)— К (definită pe 
mulțimea evenimentelor elementare cu valori reale), astfel încât toate mulțimile de forma 
А, = loklo) < x) aparțin lui У. „pentru orice x e R. 


Vom da în continuare câteva proprietăţi ale variabilelor aleatoare. 


КОЖ 


5 


5 


(Pl). Fie & ovariabilá aleatoare şi с o constantă, atunci & + c , c&, 


& 0 sunt variabile aleatoare. 
Într-adevăr funcţiile $ + c şi сё sunt variabile aleatoare deoarece 


loklo) +с< х} = folklo) <x- c}, 


fo 


De asemenea, 
tolo) « х}= loklo) < xjU loklo) > -x]e 24 
lollo) < х|= (о) < Vale X, 


&(o) « 3 eX pentruc>0 
с 


kolc£(e) < x) = 
&(o) » : eX pentruc<0 
с 
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{®|#(ф)<0} pentru x-0 
- (өе) «oj doleo) - pentru x <0 
foste) «eju folet) јао) | ЕТА 


(P2). Fie € si ņ două variabile aleatoare, atunci 
(9) > т(®)}є®, (9) 2 nee ®, lee) = n(&)] e ©. 
(РЗ). Dacă & şi 1 sunt două variabile aleatoare, atunci & — ў, © +1, 1, i: cu 
n 


nzo, ѕир(&, n) şi inf (& n) sunt de asemenea variabile aleatoare. 
Din (P2) rezultă 
loklo) = nlo) < x) = loklo) < nlo) + x) eX. 
Faptul cá 5 + t| este variabilă aleatoare rezultă din & +n = $ – (- n) şi relația 


anterioară. 
Observăm că 


СОЕ *=&- 


) аг) (6 «n - E - v. 


Din faptul cá sup(&, n) si inf (8,1) sunt variabile aleatoare rezultá cá partea 


sup n)- (En [E-m 


pozitivă & şi partea negativă £ а unei variabile aleatoare & sunt variabile aleatoare, 


deoarece &* = ѕир(&,0), 5 = inf(6,0). 
Teorema 1. Dacă & este o variabilă aleatoare nenegativă, există un şir crescător 
(£, ) ae de variabile aleatoare simple, nenegative, care converge către © . 
Demonstraţie. Notăm 
i-l i-l i 
——— pentru —— € dto) < 
E)e|z "Um *%® 


n pentru &(o) 2» n 


(i = 12,12") 


pentru n = 1,2,.... Atunci &, sunt variabile aleatoare simple, nenegative. 
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Dacă &(@)< oo avem (о) - £, (eo) < - deci lim&, (o) = &(o). 


Dacă E(0)=o, atunci pentru orice neN' avem Ё (о)=п deci 
lim, (o) = &(®). 


Dacă & nu este nenegativă, avem £ = &* -& cu &* si Ё variabile aleatoare 
nenegative şi teorema este de asemenea adevărată. 
Teorema 2. Dacă (£,) + este un şir de variabile aleatoare, atunci sup ё, 
пе 


neN 


inf é, шаб, si lim, sunt de asemenea variabile aleatoare. 
neN поо n 


Definiţie. Vom spune că variabilele aleatoare &,,...,5, sunt independente dacă 


pentru toate sistemele reale x,,..., x, avem 


PE, < tiss En <х,)= PE: < x): PE, «x,). 


3.4. Functie de repartiție 
Definitie. Se numeşte funcţie de repartiție a variabilei aleatoare & „funcția 


Е(х)= P(lol&(o) < xj) (3.22) 


definită pentru orice x € R. 
Din această definiție rezultă că orice variabilă aleatoare poate fi dată prin 
intermediul funcției sale de repartiție. 
Dacă & este o variabilă aleatoare discretă cu p, = P(& = x, ), n € I , atunci din 
(3.22.) rezultá 


Е(х)= Уф, (3.22) 


Xn «x 
şi se numeşte funcție de repartiție de tip discret. Rezultă cá in acest caz F este o funcție 
în scară, adică ia valori constante pe intervalele determinate de punctele х, (i € Г). 


Exemple 
1. Ете variabila aleatoare 


" 0 1 2 3 4 
`\015 0,45 020 015 0,05) 
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Conform cu (3.22.) rezultá 


0 pentru x « 0 
0,15 pentru O E x «1 
F(x)- 0,15 -- 0,45 pentrul E x «2 
0,15-- 0,45 +0, 20 pentru 2 € x «3 
0,15+0,45+0,20+0,15 pentru 3<x<4 
1,00 pentru x > 4 


Graficul ei este cel din figura 3.4. 


În cazul unei variabile ef | cu m valori, dacă evenimentele A, se 


Cupra" 
realizează cu probabilitatea p,, 1< j < m,adicá р, = P(& -m-j ), functia de 


repartitie corespunzátoare este 


0 pentru x « 0 
Р, pentru O€ x «1 
t entru | <x<2 
F(x)- Pit p p 


D*ptetp,, pentum-2tzx«m-l 


1 pentru х>т—1 
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Teorema 3. Funcția de repartiție a unei variabile aleatoare are următoarele 
proprietăţi: 
l. Dacă x, € X, , atunci Е(х,)< F(x), dX. E 
2. F(x-0)= F(x) pentru orice x € R. 
3. lim F(x)-0. 

X—-—00 
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4. lim F(x)-1. 
X— +0 
Demonstraţie. 
l. Fie х<х, Чой numere reale. Мойт Д4, = loklo) < x}, 
А = folklo) <х, р Avem A, A. deci 


F(x,)- P(A, )« P(A, )- F(x.). 


2. Fie x € IR. o valoare fixă şi fie x, < x, <... < x, <... un şir crescător de numere 


reale convergent cátre x. Considerám evenimentele A, ‚ A= folklo) < x}, 
B, = (ах, SE(0)< x), n-12... Avem A=4, UB UB, U... 


Evenimentele din membrul doi sunt incompatibile două câte două prin construcție, 
astfel că 


P(A)= P(A, )+ P(B, )+ Р(В,)+... (3.24) 


A 
Раг P(4)= F(x), P(A, )= F(x), 
P(B,)- Р (®)< x,- Ре (о) « x, )) - Fx, )- FG). n 712.... 
Relatia (3.24.) se scrie 
Е(х)= F(x,)*[F(x;)- Е(х,)]+[Е(х,)— FG; )]»... (3.25.) 
deci F(x)= lim F(x, ), unde 
F(x,)= FG) [FG5)- Е(х)]+...+[Е(х„)— FG.) 
sau F(x)= F(x- 0). 
3. Fie şirul de numere reale x, > x, >...> x, >... convergent la — si fie 
evenimentele 4, şi B, = (ex, < &(o) « x, 1}, n = 1,2,... Evenimentele B, 


sunt incompatibile douá cáte douá si А, = Ú B, deci P(4, = Y P(B,) sau 


n-l n=l 


F(x)- [FG) - Е, + Fc) Par + + Pc) Е(х„)]+... 
S 


n 


adică F(x,)- lim S, . 
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Dar 5, = F(x,)- F(x,) deci F(x, )= F(x,)- lim F(x, ). Ținând seama de 

faptul că şirul [x, „e tinde la — oo, rezultă lim А(х,) = F(-00)=0. 
4. Fie şirul crescător [x,), ,« de numere reale care tinde la +оо si fie evenimentele 
Q= lot(o<%), р, = 10) < x) ‚р, = ојк, <lo) < ху}, 


n -12,.. Avem O-[ JD, si DND, =Ø, i» j, deci Р(О)= У P(D;) 
j-0 j-0 
sau 
l= F(x + [F(x,)- F(x,)]- net [F(x,,.)- Е(х,)|+ id 
de unde rezultă 1 = lim F(x, ) = Е(+ oc). 
n—»oo 
Reciproca acestei teoreme este următoarea: 
Teorema 4. Orice funcţie Е monotonă, nedescrescătoare, continuă la stânga şi cu 
F (- oo) =0, F (+ oo) = 1 este funcția de repartiție a unei variabile aleatoare definită pe 
un câmp de probabilitate convenabil ales. 
Teorema 5. Fie & o variabilă aleatoare a cărei funcţie de repartiție este F . Fie 


a şi b două numere reale cu a < b . Au loc egalitáfile 


1. Р(а<& <Ь)= F(b)- F(a); 

2. P(a«&«b)- F(b)- F(a)- P(& =a); 

3. P(a«&zb)- F(b)- F(a)- P(& — a) P(& = b); 
4. P(as&xb)- F(b)- F(a)* P(& - b). 


Demonstraţie. Fie evenimentele А = loklo) < a]; В= folklo) < b}; 
C= folklo) = a}; D= loklo) = bj. 
Rezultă Ас B, AUCC B, AC BUD si 
Р(ВГ\ 4*)- P(a « & <Б), 
P(sn(4U B" ))= P(8)- P(4)- P(C), 
PBU D)N (4UCY )- P(4)- Р(С)+ P(D). 
P((BU D)N 4*)- r(8)- Р(А)+ P(D). 
Tinánd seama cá P(A) = Е (а) ; P(B ) =F (b) rezultă cele patru egalitáti. 
Observație. Din P(E = х) = Е (х + 0) =F (x) , rezultă cá putem scrie egalitátile 
(2)-(4) si sub forma 
2. P(a«&«b)- F(b)- F(a-0); 
3. P(a<&<b)=F(b+0)-F(a+0); 
4. P(ax&xb)- F(b4 0)- F(a). 
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Exemple. 
1. Se consideră funcția F definită prin relaţiile 


0  pentrux<0 
Е(х)= ах? pentru0<x<1, 
1 pentru х>1 
a constant. Se cere: 
a. Să se determine constanta a aşa încât F să fie funcţie de repartiție. 
b. Să se calculeze P(0,35 < & < 0,5). 
Răspuns. 


a. Funcţia F este continuă în toate punctele axei reale cu excepţia punctului x 21. 
Ținând seama de definiţia funcției de repartiție trebuie са / să fie continuă la stânga 


în orice punct xeR si 0< Е(х)< 1, deci în х=1 trebuie să avem 
0x F(1-0)- F(1)x1, de unde rezultă О € a €1. Dacă cerem са F să fie 
continuă în x = 1, atunci а = 1. 
b. Avem Р(а << b) = F(b)- F(a) de unde 
P(035 < & < 0,5)= F(0,5)- F(0,35) 2 04275. 


2; Să se determine constantele a şi b astfel încât F (х) —a-cbarctgx, хє 
sá fie o functie de repartitie. Sáse calculeze P(0 << 1). 
Răspuns. Din lim F(x)=1 si lim F(x)=0 rezultă 
lim (a + barctg x) =а +62 = 1, 
А T 
lim (a + barctg х) = a 205 =0, 
рех : T T , 1 1 . 
considerándu-se determinarea — > <arctg x < Se obține a= 2°? b=— şi 
T 


Р(0<&<1)= F()- F(0«0)- 7. 


Definiţie. Fie & o variabilă aleatoare a cărei funcție de repartiție este Е . Dacă 


există o funcție reală f definită şi integrabilă pe R aşa încât 


F(x)» | rau, (326) 


atunci F se numeşte funcţie de repartiție absolut continuă, iar & se numeşte variabilă 


aleatoare absolut continuă. Funcţia f se numeşte densitate de probabilitate 


(repartiție), iar expresia f (x )dx se numeşte lege de probabilitate elementară. 
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Dacă F аге o densitate de probabilitate f , atunci 


Е(х + Ax)- F(x) P(xs&«xeAx) 


/(х)= Fx) lim — 17 = lim FE 
Rezultă de aici că 
Р(х <ё&<х+ dx) = f(x)dx (3.27.) 


Densitatea de probabilitate are următoarele proprietăți. 
1. /(х)> 0 pentru orice xe R; 


2i {уйн =1; 


b 
3. Pentru orice а < b reali are loc relaţia P(a ес b) = Í f (x)dx : 


a 


Exemple. 
1. Seconsiderá funcția 
0 pentru x « 0 


/(х)=+азїпх решти0<х<л 
0 pentru x > x 


Se cere 


a. Sá se determine constanta reală a, astfel ca f să fie densitatea de 


probabilitate a unei variabile aleatoare. 
b. Sásedetermine functia de repartitie corespunzátoare. 


c. Să se calculeze 40 << z) f 


Răspuns. 
a. Din proprietățile densității de probabilitate deducem 
+оо T 
[л = a | їп хах = 2а =1 
© 0 
1 
deunde а=—. 
2 
b. Fie F funcția de repartiție corespunzătoare. Avem F (x) = ] f (u )du А 


Pentru x « 0, (х) = 0 deci F(x)- 0. 
Pentru 0 € x « z avem 


x 


F(x)- MOT + | rau = 5 [sin ud =-—(-созх). 


Pentru x > л avem 
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T 


F(x)= [лиш | ли + rau =+ [sin uu EN. 
Deci B i | 


0 pentru x « 0 
F(x)= S -eosa) pentru OE x «z. 


1 pentru x > т 


2-42 


4 


т\ 14. 
с; P| 0<&<— = = [sinudu = 
4) 25 


Graficul funcției f este cel din figura 3.5., iar al funcţiei F este cel din figura 3.6. 


Aria haşurată din figura 3.5. reprezintă probabilitatea cerută la punctul c. 


Figura 3.6 


2. Fie & o variabilă aleatoare a cărei funcţie de repartiție (repartiție uniformă) este 
0 pentrux<0 
F(x)- x pentru0E x«l 


] pentruxzl 


Să se calculeze densitatea de repartiție a variabilei aleatoare n = In — . 


Răspuns. 
P(n«x)- JE J ZZ e) -1- Ple <e”) 
de unde 
AE агаи 
si 
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Ж 0  pentrux«0 
“le pentru x 2 0. 
3. [4] Probabilitatea ca după x ore de funcționare o lampă electronică să iasă din 
funcţiune în intervalul (x, x + dx) este egală си 0,0ldx, independent de x. О 
lampă a lucrat 30 ore. Să se calculeze probabilitatea ca ea să iasă din funcțiune în 


următoarele 10 ore. 
Răspuns. Fie € variabila aleatoare care exprimă durata de funcţionare a unei lămpi în ore 


şi fie A evenimentul „lampa lucrează nu mai puţin de x ore”, iar B evenimentul 
„lampa iese din funcţiune în intervalul (x, x+ dx) ". Prin ipoteză Р(В|А) = 0,01dx. 
Avem 
P(A)= P(E > х)=1- Р(& < x) »1- F(x), 
P(B)- Р(х < Ex x+dx)= f(x)dx, 
unde am notat prin f densitatea de probabilitate a lui & . Deoarece B с A, 
р(віл)- Р(ВГ\ А) P(B) (хах za opes 
P(4) P(A) 1-F(x) 


Rezultá 
f(x)» o,01[ - F(x)]- ZI -Í дда | 
0 
Derivând їп ambii membri în raport cu x se obține ecuația diferențială 


d оду )= 0 cu soluția f(x )-k ke"? ^. x 2 0, k constantă. Din 
x 


ою 


1 = Ји ТЫ e "qx =100К 


rezultă k = 0,01, iar f(x)= mu х>0. 


Probabilitatea cerutá va fi 
10 30 


-0,01х q a -9,01x T 
рвов ао) 1° i [e oggi Loan 
P(30 5 E) ' 1 [ema uL 


0 
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3.5. Momentele unei variabile de tip continuu 


Fie (0,7,P) un O — câmp de probabilitate şi © o variabilă aleatoare a cărei 
funcţie de repartiție este F . Fie f densitatea de repartiție a variabilei aleatoare £ . 
Definiţie. Se numește valoare medie a variabilei aleatoare ©, expresia 


M(E) = [xar(x) = [xf (xax | (3.28.) 
Definiţie. Se numeşte moment de ordinul r, re N, al variabilei aleatoare 
continue € , expresia 


M, (£)- a, (&)- xar) ел, (329) 


iar expresia 


M, (&) = B,(5) = În " dF(x) = fb renes (3.30.) 


—00 —o0 


se numeşte moment absolut de ordin r al variabilei aleatoare € . 


În acelaşi mod în care s-au definit momentul centrat de ordinul r, dispersia, 
abaterea medie pătratică în cazul variabilelor aleatoare discrete, se definesc şi pentru 
variabile aleatoare de tip continuu. Proprietăţile valorii medii şi ale dispersiei date pentru 
variabile aleatoare de tip discret se mențin pentru variabile aleatoare de tip continuu. 

În aplicaţii se întâlnesc şi următoarele caracteristici: 

Definiţie. Se numesc asimetrie, A, , si exces, E „numerele 


у us(&) 
MEI 
_ Ma (£) 


m (Š) 


> 


(8.31) 
Е 


—3, 


dacă momentele respective există. 
Exemplu. Fie & o variabilă aleatoare de tip continuu cu densitatea de probabilitate 


l x ас 
Y (х)= 5t ". xeR. Să se calculeze valoarea medie, dispersia, coeficientul de 


asimetrie şi excesul. 
Răspuns. Avem 


ы н KM 
м(8)= [хе Е dx — 0, 


D'(E) - [хее = [te "ax E. 


Е) 0 
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Din cauza simetriei repartitiei date rezultă A, = 0. 
"Tl 4-х 
n 2 [2х e "dx — 24, 


deci E =3. 
Definiţie. Se numeşte moment centrat în a de ordinul r al variabilei aleatoare 
Ё, momentul de ordinul r al variabilei aleatoare & — a , iar momentele variabilelor 


r A О 
aleatoare (А — a se numesc momente absolute centrate în а de ordinul r . 


Exemplu. [4] Fie o funcţie de repartiție F cu derivate în toate punctele de 
continuitate şi astfel ca pentru i dat să existe k >i+1 aşa încât lim F (х) ‚х*=0, 
x 


X—-—00 


lim [ - Р(х): x* = 0. Să se arate cá 


X—-roo 
Ls 
ма) n.) 
unde цу este momentul de ordinul i + 1 centrat în a , iar 


Ținând seama de condițiile problemei rezultă 


b У UM Los 
M (a) — [(x- ay" Р) =——ц (а). 


Definiţie. Mediana unei variabile aleatoare & este numărul М, (sau u(&)) 


pentru care 

P(s M,)s +< P(Es M.) 3.32) 
sau 

F(M,)< B si F(M, +0)> T (3.33) 
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Din definitie rezultá urmátoarele proprietáti: 
Dacă & este o variabilă aleatoare cu М (E) =т si D(E) = о, atunci are loc 


inegalitatea 
(3.34.) 


IM = m| 2042. 
Inegalitatea lui Cebâşev ne dá 


Р(&-т|> ovV2]< 


Tinánd seama de definiția medianei, rezultă 


m-ox42x M, €m«o42. 


2. Dacă & si m sunt două variabile aleatoare independente care au aceeaşi funcție 


I 
2 


de repartiție F şi A este un număr real oarecare, atunci au loc inegalitáfile 


2PE-M, > g)« P(&£-n2 c), (3.35.) 


> е) Р(&—т|> «)« rk |> 3 (3.36) 


pentru orice € > 0,cu М, mediana variabilei aleatoare & . 
Variabilele aleatoare fiind independente şi cu aceeaşi funcție de repartiție avem 


u(5)= u(n)- М, si 
P(E-n>e) = P((E-M,)-(u-M,)>e 
- P(E-M, 2 e) P(n- M, х0) 


1 
ДА 


)aP(£-M,.ze,n-M,x0)- 


Din (3.35) rezultá P(n- M, < 0) < T deci 


1 
P(E- > є)> ;P6- M, >e). 
Pentru demonstrația lui (3.36.), prima inegalitate rezultă din (3.35.) si definiția 
medianei. Pentru inegalitatea a doua observăm că 


Р(#-|>є) =Р((Ф—4)-(т-4)|>)< 
«p[e- A|> Een- А> 2 )- 


=2Р||#-А|>< 
2 
Din definiţia medianei rezultă cá în cazul unei variabile aleatoare & de tip 


continuu, mediana este unic determinată de egalitatea 
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| noa = [rend 


Din punct de vedere geometric, mediana este abscisa punctului prin care trece 
paralela la аха Oy, care împarte în două părți egale aria limitată de curba de ecuație 


у= f(x) şi axa Ох. 


Exemplu. Fie £ o variabilă aleatoare a cărei densitate de probabilitate este 


0 pentru x < 0 sau x > 2 
fQ)- d 
sinx pentru 0 < x < — 


N 


Să se determine mediana lui &. 
1 
Răspuns. Dacă € este de tip continuu, atunci F (M „) = 5 , de unde 


M 

1f. ме 

5 | sin va = –созх =1-—cosM, 
0 


0 


1 
deci cos M, = Б Rezultă М, ES (figura 3.7.). 


Fx) 


Figura 3.7. 
Inegalitatea lui Markov. Fie & o variabilă aleatoare pozitivă a cărei valoare 


medie este finită. Pentru orice A > | avem 


Р(& > УМ (&))< N (3.37.) 
Notám m = M (E) si avem 
m = far) = [E far) 2 am [ағ() = n = F(Am)]. 
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de unde 1- Р&<Ат)< +. 


Definiţie. Moda, Mo, a unei variabile aleatoare este valoarea variabilei 
aleatoare cea mai probabilă. 


EXERCIŢII SI PROBLEME PROPUSE 


3.l.Fie & o variabilă aleatoare care ia valorile x, = —1; x, =0, x, =1. Dacă 
M(E)=041 şi M(E2)=0.9 să se determine probabilitățile p, = Р(&(о)= x,), 
î= 123. 

Răspuns. p, = 0,4; p, =0,1; р, = 0,5. 

3.2. Fie & o variabilă aleatoare care ia valorile x, = 3, x, = 5 şi x, cu probabilitățile 
p, = 0,5; p, = 0,3 si p,.Săse determine x, şi p, dacă M(E)- 7. 

Răspuns. x, = 20, p, = 0,2. 

3.3. Fie & si m două variabile aleatoare cu M (E) =4; M (n) = 7. Sá se determine 
M (284-39). 

Răspuns. M(2& t 3n) =29. 


X. 
3.4. [18] Fie & o variabilă aleatoare cu repartiția $: | | i —1,2,..., k . Presupunând 


că valorile x,, 1XiXkK sunt scrise in ordine crescătoare să se arate cá 


п+1 
їй 5 = х. 
по М\ё" 


3.5. [8] Fie (£ ) 44," ^ Variabile aleatoare independente, pozitive si egal repartizate. Să 
+6, + 
searate cá M s ub od SUE SI Ga um 
Cuts d. 9 бү 28 n 
3.6. Fie 6 şi т două variabile aleatoare independente cu D'(&) -4, D'(n) = 7.54 
se calculeze D? (25 + 30). 


3.7. [8]. Fie $ o variabilă aleatoare discretă care ia valorile x, si x, cu probabilitatea 


2. 
p . Să se demonstreze că D^(E)- ЕЗ 


m 2: ; 1 
3.8. Probabilitatea de apariţie a unui eveniment Æ in fiecare probă este 2 Sá se 


calculeze probabilitatea ca numárul de aparitii al evenimentului 4 in 150 de 
experimente independente să fie cuprins între 45 si 60 . 
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Răspuns. 


M(&) - 50, e =60-50=10. Р(&-50<10)>1-- = 0775. 


3.9. Ее & o variabilă aleatoare discretă cu repartiția «( 


0,3 04 0,5 02 

02 03 04 A | 
Utilizând inegalitatea lui Cebisev să se estimeze probabilitatea ca Ё -M (E) «0,2. 

Ráspuns. 

M(€)= 0.4, D*(E) - 0,01 (6-04 


3.10. Se dá functia definitá prin relatia f(x) -ax'e",k»0,0zx«-o. Se 
cere 
a. Sá se determine constanta realá a astfel incát / sá fie o densitate de 


«02)21-025-0,75. 


repartitie. 
b. Sásecalculeze functia de repartitie corespunzátoare. 


1 
c. Să se determine probabilitatea са £ să ia valori în intervalul б ] ; 


Răspuns. 
2 2:3 
жЕ Е х ur rr чы. 
2 2 
Pose )-r(2)-1- 2:009. 
k k 2e 


3.11. Fie & variabila aleatoare discretă din exemplul 3.9. Sá se determine funcția de 
repartiție corespunzătoare şi să se traseze graficul ei. 
3.12. Fie & о variabilă aleatoare a cărei densitate de probabilitate este 


2cos2x pentru x € (oz) 


fG)- 


. Sá se calculeze functia de repartitie 
л 
0 pentru x € (oz) 
corespunzătoare. 
3.13. [23] Fie F funcția de repartiție a variabilei aleatoare £. Dacă M (E) 
existá, sá se arate cá lim [ — F(x)] =0, lim xF(x) =0. 
X—-ro0 X—-—o0 
3.14. Să se determine valoarea medie şi dispersia variabilei aleatoare © a cărei 


[x-a| 


densitate de probabilitate este f (x) = СӨ ^ хєК,а=0. 
а 
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4. REPARTITII PROBABILISTICE CLASICE 


4.1. Repartitii de tip discret 


În multe aplicaţii practice ale teoriei probabilităților întâlnim cazuri in care un 
experiment sau mai multe experimente analoage se repetă de un număr de ori, fiecare din 
ele ducând la realizarea sau la nerealizarea unui anumit eveniment. Ceea ce interesează 
este numărul de realizări ale evenimentului într-o serie de experimente. Experimentele 
pot fi efectuate în aceleaşi condiţii sau în condiții diferite. 


4.1.1. Teorema particulară a experimentelor repetate 


Să considerăm următoarea problemă: trei focuri independente sunt trase asupra 
unei ținte. Probabilitatea de a atinge finta pentru fiecare din ele este p . Să se determine 


probabilitatea ca două din cele trei focuri să atingă finta. 
Fie A evenimentul „două din cele trei focuri ating tinta" şi fie A, (i =1,2,3) 
evenimentele „focul i a atins tinta". În aceste condiții А se scrie 
A-(an4nat)U(4na4t&n4)U (nan 4) 
Cele trei variante sunt incompatibile, iar evenimentele care le compun sunt 
independente. Rezultá 


P(A)= P(4)P(4,)P(4t )+ Pta las )Р(А,)+ PAF )P(4,)P(4,) 
de unde P(A) -3p! (1-р). 
De о manieră analogă se rezolvă următoarea problemă mai generală: se fac n 


experimente independente, ín fiecare din ele un eveniment A se poate realiza cu 
probabilitatea p şi nu se realizează cu probabilitatea q —1— p. Să se determine 


probabilitatea ca ín cele n experimente evenimentul A să se realizeze exact de m ori. 
Fie В, evenimentul „A se realizează exact de m ori în cele n experimente” si 


A, evenimentele: „A s-a realizat în experimentul de rang i”, (i = 1,2,...,7 ). Fiecare 
variantă de realizare a lui В, se compune din m apariţii a evenimentului А si din 
n — m nerealizări ale lui A (deci n — m realizări ale lui A“ ), deci 
B.- (АПА,П...П А„П АС, n.n 4C)U 
U(4€ П А, n... 4, NAE, N.N AC )U (4.1) 
UU (4€ АК N.N A, s AL) 
Numărul de maniere în care putem alege din cele n experimente, m experimente 
în care se realizează A este С” . Toate variantele sunt incompatibile, experimentele sunt 


independente, deci 
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deci 
b weg Wa (4.2.) 


Probabilitátile Р, , au forma termenilor din dezvoltarea binomului ( p+ 4)' . Din 


aceastá cauzá cámpul de evenimente din aceastá schemá probabilizat dupá regula (4.2.) 
se numeşte câmp binominal (este clar cá evenimentele elementare ale câmpului asociat 
experimentului pot fi considerate ca elemente ае produsului cartezian 
О”=Ох...х О). 

Această schemă probabilistică a fost cercetată în mod deosebit de J.Bernoulli, de 
aceea se mai numeşte şi schema lui Bernoulli. 

Să calculăm valoarea medie şi dispersia unei variabile aleatoare repartizată 
binominal. Avem 

=> KkC! p tq n-k 


Pentru a calcula aceastá sumá vom РРА de la egalitatea 


(pt «qj = У Сіра" 
k=0 
pe care o derivăm în raport cu £ , 


np(pt +4) Ye ge (*) 


De aici pentru ź = 1 ţinând seama cá p +q = obţinem 


Y Copa k n-k _ 


M(&)- np. (4.3.) 
Pentru a calcula dispersia va trebui sá calculám momentul de ordinul doi a 
variabilei aleatoare £ , 


Rezultă 


м( )= Yyectp'a" . 
Din (*) prin înmulțire cu t dien | 
npt( рі+ а) іра" k 
egalitate care derivată în raport cu ѓ ne dă 


np(pt + q) +n(n-1)p°tlpt +q)” 22 erue 
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De aici pentru / = 1 şi p +q = obţinem 


M(g)- np * n(n-1)p?. 
Rezultă 
2 
D*(5)- м(@)-[м@ = mpa. (44) 

Moda unei repartitii este valoarea variabilei aleatoare cea mai ridicatá. Moda in 
cazul legii binomiale este o valoare întreagă cuprinsă între np — q si np ^q. 

De exemplu pentru n = 9 si р = 0,4 avem două valori modale 3 şi 4. 

Exemple. 
1. Doi parteneri cu forță egală boxeazá 12 runde, probabilitatea ca oricare din ei să 


| 1 ЕСРИ | 
câştige o rundă este z Să se calculeze valoarea medie, dispersia şi abaterea medie 


pătratică a variabilei aleatoare care reprezintă numărul de runde câştigate de unul din 
parteneri. 


12 
Răspuns. Variabila aleatoare & аге repartiţia binomială P(E = k) EC B ; 
k =1,...,12. Avem M(E)- 6, D'(E) -3, р(&)=./3. 

2. O urnă contine 30 bile albe si 10 bile negre. Se fac 200 de extractii din urnă 
punánd dupá fiecare extractie bila inapoi in urná. Se cere o margine inferioará pentru 
probabilitatea ca numárul de aparitii a bilei albe in cele 200 de extractii sá fie 
cuprins intre 100 si 120. 

Ráspuns. Dacá notám prin & variabila aleatoare care reprezintá numárul de aparitii ale 


bilei albe, & are repartiţia binomială. Avem probabilitatea ca într-o extracţie să 
3 1 
obţinem o bilă albă p = УТ, deci q = 1 M(&) = 150, D'(E) = 37,5. Se aplică 


inegalitatea lui Cebisev, si se obtine 
37,5 
Р(100 « & «120)- P(&-100|«10)21- = 0,625. 
3. La controlul de calitate este controlat un lot de piese. Probabilitatea ca luând la 
întâmplare o piesă din lot să fie defectá este 0,005 . Sunt controlate 100 piese din 
lot, care sunt luate pe ránd si repuse fiecare inapoi in lot dupá ce a fost controlatá. Se 


cere 
a. Probabilitatea ca intre cele 100 piese controlate sá avem cel mult patru piese 
defecte. 
b. Celmai probabil numár de piese bune. 
Răspuns. 
4 4 
а. P =Ñ Poos > ,С(0,005)(0,995)°°* 


К=0 k=0 


b. [100.0,005 —0,005]= [0,99] 
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4. Un grup de 40 elevi audiază un curs de 3 trimestre. La terminare dau un examen la 
care li se pune fiecáruia cáte o intrebare din materia fiecárui trimestru. Stim cá 5 
elevi cunosc în întregime materia predată, 10 elevi cunosc 9096 din materia 
predată pe fiecare trimestru, 11 elevi cunosc câte 80% din materie, 7 elevi 60%, 
5 elevi câte 50% şi doi elevi nu cunosc nimic din materia predată. La examen un 
elev răspunde bine la primele două întrebări şi fals la a treia. Care este probabilitatea 
ca el să fie unul din elevii care cunosc: întreaga materie, 90%, 80% , 60% , 50%, 
0% din întreaga materie. 

Răspuns. Fie evenimentele A, — cinci elevi cunosc întreaga materie; 4, —10 elevi 

cunosc 90% din materie; 4, —11 elevi cunosc 80 din materie; 4, — 7 elevi cunosc 


60%; A; —5 elevi cunosc câte 50% din materie şi А, — 2 elevi nu cunosc nimic din 


i е _1 _1 il d 

materia predată. Avem P(4)-. P(4)-. P(4)- 7c: P(A)- A 
1 1 
Р\А;)=—,‚Р\А)=——. 
(4)-1. P(4)- L 


Fie evenimentul X — un elev răspunde bine la două întrebări si fals la a treia. 


2 f 9 E ‚{ 8 © 
Avem  P(X]A)=0,  P(x|4)- C; TAE Р(Х|А,)= C; i: 


6) 4 8:75 
Р\Х\А,)= С — | —, Р\Х|А,)= С — | =, PAX|A;)- 0. 
“Ж (5) S. мхи) GS) 5. po) 
Vom da în continuare două din cele mai cunoscute generalizări ale schemei 
binominale. 


4.1.2. Teorema generalá a experimentelor repetate. 


Presupunem cá se fac n experimente independente, în fiecare din ele un 
eveniment A se poate realiza cu probabilitatea р,, i = 1,2,..., si nu se realizează cu 
probabilitatea q, —1— р,. Sá se determine probabilitatea ca în cele n experimente 
evenimentul A să se producă exact de m ori. 

Cu notatiile făcute la schema binominalá avem (4.1.), de unde 

Ps = Bir Dydgasds t t GPP d aD, di dos Ps nasPs 

Aceastá probabilitate este egalá cu suma tuturor produselor posibile in care p 
intră de m ori, cu indici diferiți, iar q de n — m ori, cu indici diferiți. 

Observând cá efectuând produsul a n binoame ( р;2 + q,). i = 1,2,...,п se obţine 


n 


,(2)= [ (рг * 4) (4.5) 


і=1 


67 


unde z este un parametru oarecare şi atunci Р, este coeficientul lui 2" din acest 


produs. Această funcție se numeşte funcție generatoare a probabilităților P. . Avem 


m,n’ 


IK piz+q;)= ÈP, (4.6.) 
і=1 
си Ур, =] 
m=0 


Este evident că teorema particulară a experimentelor repetate rezultă din teorema 
generală pentru p, =... = p, = p şi q, =... = @„ = 4. În acest caz funcţia generatoare 


devine o, (z) = (pz +4)" sau 


(pz*q) -5 c"p"q E d 


m=0 
de unde formula (4.2.). 
În unele experimente practice se cere probabilitatea de realizare a evenimentului A 
de cel puţin m ori in cele n experimente. Notând cu C, acest eveniment avem 


C, = B, UB, U...U B, , de unde 
HC) P. n Enia „n Eus 
sau 
Pe) Bo. (4.7.) 
k=m 
Schema probabilistică descrisă se numeşte schema lui Poisson. 
Exemple. 


1. La un concurs de matematică, 3 candidaţi primesc câte un plic care conţine n 
(n > 3) bilete cu probleme de algebră şi geometrie. Cele trei plicuri contin respectiv 
câte 1,2,3 subiecte de algebră. Fiind examinati, cei trei candidati extrag fiecare câte 
un bilet din plic. Extragerea făcându-se la întâmplare, să se afle probabilitatea 
următoarelor evenimente: 

a. Trei candidaţi să fie examinati la geometrie. 
b. Niciun candidat să nu fie examinat la geometrie. 
c. Cel puțin un candidat să fie examinat la algebră. 
(O.M., etapa judeţeană, 1970) 

Răspuns. Se aplică schema lui Poisson. Avem 


p(z) (382 (32 2 (3,23). 
n n n n n n 


= [ez *(110-18)z? (6n? -22n +18)z € (n-1)(n-2)(n-3)] 
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р. (n — In -2jn — 3) | 


a. Termenul liber din polinomul Фф, (z) va fi Аз = 
n 
А uu 6 
b. Coeficientul lui z^ din Ф, (2) este Б; = —. 
п 
ce Р=1-Ю,,. 
2. [11] Un aparat se compune din 5 elemente: fiabilitatea (probabilitatea de 
funcţionare fără defectiune într-un interval de timp) elementelor este: p, = 0,9; 
р, = 0,95; p, = 0,8; p, = 0,85; p, = 0,91. Dacă nici unul din elemente nu 
este în pană, probabilitatea de funcționare a aparatului fără defecţiuni este egală cu 1; 


dacă unul din cele cinci elemente este în pană, această probabilitate este 0,7 , iar 


dacă două elemente sunt în pană, aparatul nu poate funcționa. Să se determine 
probabilitatea ca aparatul să poată efectua munca pentru care este destinat. 
Răspuns. Facem următoarele ipoteze A, — nici un element nu este în pană; A, — un 


element este în pană. Probabilitátile lor vor fi P(A) = Ps; P(A,) = F. Cum 

q.(z) =(012+0,9)(0,052 + 0,95(0,2z + 0,8)(0,15х + 0,85 (0,092 + 0,91) = 
0,530 + 0,2642 +... 

de unde P(A,) - 0,530, P(4,) - 0,364. 


Notánd cu A evenimentul „aparatul efectueazá munca pentru care este destinat" 
formula probabilitátii totale ne dá P(A) = 0,530-1+ 0,364- 0,7 = 0,784. 


4.1.3. Repartiția Poisson de parametru A. 


Să presupunem cá în repartiţia binominalá (4.2. luăm np = \ (constant) Să 
determinăm în acest caz valorile probabilităților pentru n — oo . 


Obtinem 

_ E k n-k k 

ub edm пиара E e 
n>% °? n>% n k! n k! 


Notând p, = lim P, „, avem 
noo 


Ж ей 


= FON (4.8.) 


Pr 


ON av "M Te x 
51 У? р =е pis = e ^e^ = 1, deci probabilitățile definite prin (4.7.) sunt termenii 
k=0 k=0 ^** 


unei repartitii. 
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Definiţie. Repartiția determinată prin probabilitățile (4.7.) se numeşte repartiție 


Poisson de parametru A, iar variabila aleatoare 


0 1 2 es k 
MEM NOEL AN M d 
© ее Мез Aue „ЖУ = 
1! 2! К! 
se numeste variabilá aleatoare Poisson. 
Sá calculám valoarea medie si dispersia variabilei aleatoare $ . Avem 


M()- Ye? леў m = Ле“ ех =), 
ro k! k=1 (k-1) 
deci 
М(&)= X 
De asemenea, 
Yd © E 
M(E) = Le DAP kr) е = 
xo К! 120 k 
о k © k 
= k(k-1) —e^ Ке? = 
2k F t "m 
24b ад 
|. falk- — 
deci 


D'(5)-4. 


Moda este o valoare întreagă cuprinsă între m —1 şi m. 


(4.9) 


(4.10.) 


Una din cele mai importante proprietăți a repartitiel Poisson este aceea cá valoarea 
medie si dispersia variabilei aleatoare £ sunt egale. În practică dacă media şi dispersia 


calculată pe baza datelor observate sunt egale sau foarte apropiate, putem considera că 


repartiția teoretică a variabilei studiate este de tip Poisson. 


Repartiția Poisson este denumită legea evenimentelor rare, datorită proprietății 
sale de a aproxima o repartiție binomială când numărul experimentelor n este foarte 


mare iar probabilitatea de apariţie a evenimentului considerat este foarte mică. 


Exemplu. O maşină fabrică un număr mare de piese dintre care unele sunt defecte. 
Se fac observaţii pe N = 100 de eşantioane a n = 40 piese, fiecare alese la întâmplare. 


Obtinem următoare distribuție a pieselor defecte: 
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Nr. piese defecte x; Nr. egantion 71; 
0 28 
1 40 
2 21 
3 7 
4 3 
5 1 
peste 6 0 
total 100 


Făcând ipoteza cá proporţia pieselor defecte rămâne constantă, numărul X al 
pieselor defecte în fiecare eşantion este o variabilă aleatoare binomială de parametru 


Хт тәу 


n = 40 şi р valoare necunoscută. Media de selecţie este x = — =——=1,2 şi 


N 100 


utem estima p — пе 
i Pm 40 
Ín acest exemplu putem aproxima legea binomialá cu legea Poisson, proportia 
pieselor defecte fiind suficient de mică iar efectivul fiecărui eşantion, este n = 40. 
Comparatia între frecvențele observate şi probabilitățile ajustate prin legea 
binomială şi Poisson rezultă din tabelul: 


= 0,03. 


m Probabilitate Probabilitate 
Număr piese | Frecventa de l 1 
defecte Observatie «or ege 
binomială Poisson 
0 0,28 0,2957 0,3012 
1 0,40 0,3658 0,3614 
2 0,21 0,2206 0,2169 
3 0,07 0,0864 0,0867 
4 0,03 0,0247 0,0260 
5 0,01 0,0055 0,0062 
6 0 0,0010 0,0012 
7 0 0,0001 0,0002 
peste 8 0 0,0002 0,0002 
Total 1 1,0000 1,0000 
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4.1.4. слета polinomială. 


O urnă contine bile de culorile c,,c,,...,c, în proporții cunoscute; deci cunoaştem 
probabilitatea р, de apariţie într-o extracţie, a unei bile de culoarea c,, i = 1,2,...,5. Se 
fac n extractii a câte o bilă, cu condiţia ca la fiecare extracție шта să aibă aceeaşi 
compoziție. Fie A, evenimentul ca în extractiile efectuate să apară a, bile de culoarea 


c, (i =1,...,s), deci а = (о, еб а.) . Probabilitatea acestui eveniment este 


n! zi 
РА )=————рр ру. (4.11) 
о1о, !...о,! 


Aceastá probabilitate se mai noteazá cu P(n; (o NE AR ) 5 


Experimentul descris împreună cu câmpul de evenimente asociat, probabilizat 
după regula (4.11.) se numeşte schemă polinomială. Câmpul probabilizat din această 
schemă se numeşte câmp polinomial. 

Exemplu. [23] Un muncitor produce cu probabilitățile 0,9; 0,07 şi 0,03 
respectiv o piesă bună, o piesă cu un defect remediabil şi un rebut. Muncitorul a produs 
trei piese. Care este probabilitatea ca între cele trei piese să fie cel puţin o piesă bună şi 
cel puţin un rebut? 

Răspuns. Pentru calcularea acestei probabilitáti aplicăm schema polinomială şi anume 
Р = P(3;1,1,1)+ P(3;2,0,1)+ Р(3;1,0,2) = 
3! 3! 
=—— 0,9 - 0,07 -0,03 + —— (0,97 -(0,07)^ - 0,03 + 
1111! 2101! 
3! 
—— 0,9 - (0,077 - (0,037 = 0,08667 
^ Mop! 


4.1.5. Schema bilei nerevenite 


Se consideră o urnă cu următoarea structură: а, bile de culoarea c,; a, bile de 
culoarea c,; ...; а, bile de culoarea c,. Se fac n extractii fără a repune bila extrasă 
înapoi în urnă (experienţa este echivalentă cu extragerea a n bile deodată). Fie A, 
evenimentul aleator „apariţia a exact a, , (k —1,...,5) bile de culoarea c, în grupul 

5 
celor n bile extrase unde a = (ов) О<а, <а,, Уа; = п. Avem ип сатр 
К=1 
de evenimente pe care il vom probabiliza după definiţia clasică a probabilității. 
Numărul cazurilor egal posibile de realizare a evenimentului A, este dat de 


С” (toate posibilităţile de extracţie a n bile din totalul de bile aflate in urnă). 


aj +...+ag 


Numărul cazurilor favorabile realizării lui A, este dat de C C „Сл. . Deci 
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91 102 95 
Ca, Ca, 22 
e | 


aj stg 


P(4,)= P(n;a,,..., a) (4.12.) 
Experimentul descris impreuná cu cámpul de evenimente asociat, probabilizat 

dupá regula datá, se numeste schemá hipergeometricá sau schema bilei nerevenite. 
Exemple. 

1. O urnă contine 30 bile dintre care 10 bile albe, 8 negre, 7 roşii şi 5 verzi. Se 
extrag 5 bile din urnă fără a repune bila extrasă înapoi. Se cere probabilitatea ca 
între cele 5 bile extrase să avem: 

a. Trei bile albe, o bilă roşie şi una verde. 
b. O bilă albă, două negre şi două roşii. 
Răspuns. Se aplică schema bilei nerevenite. Avem 
3 (011 1 2,532,530 
ааа ;b. P(5;1,2,2,0)= сысы | 
30 30 

2. Pentru controlul de calitate al unui lot de № piese se extrag deodată n piese 
(n< N ). Ştiind cá in lot avem a piese rebut si b piese bune (a +b =N ) să se 
scrie tabloul de distribuţie a variabilei aleatoare care reprezintă numărul de piese 
rebut dintre cele n extrase. Sá se calculeze valoarea medie şi dispersia acestei 


а. Р(5;3,0,1,1) = 


variabile. 
Răspuns. Variabila aleatoare & poate lua valorile 0/,...,п cu probabilitățile 
kpxn-k 
P(E-k)- с ‚ k =0,1,...,n deci 
С» 
i k 
&| CIC; |, k-0.un 
Cu 
Avem 
1 п п 
M()-— CGU = 2 ССр". 
N k=l Cy a 
dar 
n n-l 
2 Cu =) 06 = Cea Су 
k-l k-0 
51 
Do n 
М(&)= а= —а. 4.13. 
соза: (4.13) 
б а Ь 
Кошер q = — deci M(&)- np 


De asemenea, M (2) M (&(& — 1)) + М (8), даг 
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п п 


- Y k(k ICC = ala -1 скс" = 
c-r) 7 I аа, 


a(a — )с"2 z= а(а — 2 


a+b- 


de unde 
MPs E E E же 
€) dus ут!” NN 1)" Jerem) 
Dispersia va fi 
b N-n N-n 
р()= 222. =пра———. 4.14. 
©) Муз v NS Ug 


4.2. Repartitii de tip continuu 


În cele ce urmează ne vom referi la repartitiile unidimensionale de tip continuu. 
Fie (о, L,P | un с — câmp de probabilitate, £ mulţimea variabilelor aleatoare 


definite pe О şi F mulțimea funcţiilor de repartiție. Vom presupune că pentru orice 
F e F există variabila aleatoare & € £ a cărei funcţie de repartiție este F . 


4.2.1. Repartiția de densitate uniformă 


În multe probleme se întâlnesc variabile aleatoare continue ale căror valori sunt 
într-un anumit interval şi astfel că toate valorile sunt echiprobabile (au aceeaşi densitate 
de probabilitate). 

De exemplu, la cântărirea unui obiect cu o balanţă de precizie şi nedispunând de 
greutăți mai mici de un gram, rezultatul cântăririi arată că greutatea obiectului este 


1 
cuprinsă între k si А +1 grame. Spunem cá greutatea obiectului este К+ D grame. 


Admitem că eroarea comisă & este o variabilă aleatoare repartizată cu o densitate 
1 


uniformá in intervalul - А 2) е 


2.42 

Definitie. Se numeste functie de repartitie uniformá pe [a,b], functia de 

repartitie a cárei densitate de probabilitate este 
1 
—— pentru xe |a,b 

f(x)24b-a | | 

0 pentru x e [a,b] 

Funcția de repartiție uniformă va fi dată de aria cuprinsă între graficul curbei 


(4.15.) 


у=/ (х) si аха Ox care se aflá la stánga lui x . Deci 
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0 pentru x « a 
x 


F(x)- pentru a Ex «b (4.16.) 


pentru b < x 


a 
Figura 4.1. 


Definiţie. Variabila aleatoare & se numeşte uniformă pe [a,b] dacă are 


repartiție uniformă pe [a,b] . 


; — —— : Е . a+b 
Din cauza simetriei legii uniforme, mediana lui & este egală cu . Avem 


p- 16 аса 


b-a! 2 12 
Din cauza simetriei, coeficientul de asimetrie este nul. 


p ЕЧ ga 


lar excesul va fi 
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Sá calculám acum probabilitatea Р(о <ё< В) , unde variabila aleatoare & este 
repartizatá uniform in [a,b] 51 [o. В] c [a,b]. Din punct de vedere geometric aceastá 
probabilitate este egală cu aria haşurată din figura 4.2. Este evident cá 

—Q« 
P(a «&«p)- [ш 
b-a 


adică probabilitatea cerută este egală cu raportul dintre lungimile celor două intervale. 


(4.17) 


0 ЯЕ. 
Figura 4.2. 


Exemple. 
1. Se măsoară diametrul unui cerc si se obţin diverse rezultate care sunt interpretate ca 
valori ale unei variabile aleatoare & . Sá se determine repartiția ariei cercului ştiind cá 


Ё are o repartiție uniformă în intervalul [а ,b] de lungime 1. 
Ráspuns. Avem 


] pentrua<x<b 
POBI | 
pentru x < а, х > Ь 


2 
Din aria cercului S = = rezultă © = AH deci pentru О « a « b, 
л 


T 
0 pentru x < 1° 


Е,(х)= Е, 2.12 |= 22 pentru Ža? < x < Ep? 
л л 4 4 
Ш: 
1 ре" «x 


2. Dacă © si m sunt două variabile aleatoare independente repartizate uniform în 


5 


[0.1] „Să se determine densitatea de repartiție a variabilei aleatoare б = =. 
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Răspuns. 
_ _П о pentru x e [0.1] 
Fe) = fe) Г pentru x e [0,1] 
1 


fe) = fld re a) f Qux) du = fuf, (ок) аа == [и (и) ан 
de unde 


pentru O« xxl 
2 
f e)- 
252 


3. Dacă б,,...,5, sunt n variabile independente uniforme pe [0,1] să se arate că 


pentru x»1 


n 
variabila aleatoare t(n) = У &, аге densitatea de repartitie 
k=l 


0 pentru x < 0 

Хн) = geb) pentru 0<k<x<k+1<n, 
п—1) 
0 pentru n < x 


unde 
О„„(х)=х"1-СЩ(х-1)°'+..+(—1)/СЩх-Е®)! 


Răspuns. Vom rationa prin recurentá asupra lui n . Pentru 02) = E +é, 


fife) [re arte | ree 


deci 
0 pentru x « 0 
x pentru O E x «1 
X = 
DES ) х—2(х-1) pentrul <x<2 
0 pentru x » 2 


Pentru G(n) se observá cá fa) este nulá in afara segmentului [0,7] ‚ lar pe acest 
segment 


Рк) p [Г (tat 
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4.2.2. Legea normală 
Legea de repartiție normală este o lege limită întâlnită frecvent în aplicații practice. 
Se poate arăta că suma unui număr suficient de mare de variabile aleatoare 
independente urmând o lege oarecare, pentru suficient de puţine restricții, tinde către o 
lege normală. 
Definiţie. Se numeşte funcţie de repartiție normală notată prin 


o: m, o?) functia de repartitie definitá prin densitatea de probabilitate 
(x —m y 
2o? (4.18.) 


1 
/\х;т,с? )}= е 
l ) OV 2n 
m si O^ fiind constante, numite parametrii repartitiei. 
Graficul densităţii f (x; m, с?) este cel din figura 4.3. 


Functia de repartitie este 


2 


x x _(и-т) 
Ф(у;т,с?)= | fhm, o? gu E [е 2^ du (4.19.) 
е ON 2m `„ 
Facem schimbarea de variabilá е = 1 şi se obține 
еј 
Ф(у; т o?)- ES EX = Ф ERE 1 (4.20.) 
> > EX an | m o $559 


Integrala (4.20.) nu poate fi exprimatá prin functii elementare, dar poate fi calculatá 
cu ajutorul funcțiilor speciale. Pentru astfel de funcții, des întâlnite în practică, s-au 
întocmit tabele. Din (4.20.) se vede că este suficient să cunoaştem valorile numerice ale 


funcţiei (0,1) pentru a deduce valorile numerice ale funcţiei l; m,o? ) А 


78 


Vom nota 
2 


1 rd 
zo ndn 
N2T *, 
Variabila aleatoare & se numeşte normală N (m, o?) dacá are functia de 
repartitie o: m, o?). Pentru & vom calcula caracteristicile numerice esenţiale: valoarea 


medie, dispersia şi momentele centrate. 
Pentru 


făcând schimbarea de variabilă ^ —f , se obține 
T 
1 +оо 
= = |lo«2t + т а nz a^ [ e" d. 


Se observá usor cá prima integratá este Hm iar cea de a m este integrala 
Euler-Poisson 


+оо 


fe” wie "dt 2 4n. 


Rezultă 
M(&)2 m, (421.) 
deci parametrul m este tocmai valoarea medie a lui & . 
De asemenea, 


D'( [G-mfe 2° dy, 


1 
bu. 


Şi u aceeaşi schimbare de variabilă 2 
су2 
o? +оо 


D'(5)- «i n [ее zd di = cde + [e dt 


—f , se obține 


de unde 
о (E)=0. (4.22.) 
Formula (4.18.) ne arată cá centrul de dispersie m este centrul de simetrie al 
repartitiel. Dacă x — m îşi schimbă semnul, expresia (4.18.) rămâne neschimbată. Dacă 
m îşi schimbă valoarea, curba de densitate se deplasează de-a lungul axei Ox x fără a-şi 
schimba forma (figura 4.4). Deci m caracterizează poziţia repartitiei pe axa Ох. 
Parametrul © caracterizează forma curbei de densitate. Ordonata maximă a curbei este 
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invers proporţională cu с. Pentru m =0 si o, > ©, > ©, (figura 4.5) ne arată forma 


curbei de densitate. 
In multe aplicaţii pentru caracterizarea dispersiei legii normale se utilizează măsura 
de precizie care este mărimea 


(423. 


Figura 4.5. 


Momentul centrat de ordin k va fi 


—m А 
+оо 1 +оо (x ) 


80 


Integránd prin párti avem 


B (с-/2) leg? +0 
H = 3m 2 | 


e > ud 


© (k Je 42] [геш 
2ут RUM 


de unde 
= (k E lo^u, , : (4.24.) 
Din această formulă de recurenţă obținem u, 2 0^, u, =30%, u; 2156, ..., 
u, = (k — 1)!с* ‚ unde s-a notat prin (k — 1)! produsul tuturor numerelor impare de la 
llak-1. 


Asimetria este 4, — с = 0, iar excesul E = Ба -3z0. 
o o 
Sá calculám in continuare probabilitatea P(a << b) =F (b) -F (a) unde 
F (x) este repartiția lui & . Ținând seama de (4.19) rezultă (figura 4.6) 


аха) (57 - e (272) (425) 


[o] 


De exemplu, avem 
P(m <£ <m + c)- 9" (1)- (0) 0,8413 — 0,5000 = 0,341 
Р(т + вс < &< т+2вс)= 9'(2)- 9'(1)2 0,136 
Р(т +2с < & <т+3с)= 9'(3)- 9'(2)2 0,012 
Р(т +30 < E « т + 4в)= 9 (4)- (3) 0,001 
unde valorile lui Ф'() sunt date in tabelul 2 din апехе. 


fiama) 
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Se observá cá suma celor trei valori: 0,341; 0,136; 0,012 (au o precizie de 
1°/ оо) este aproximativ egală cu 0,5 ceea ce arată cá pentru repartiţia normală а 
unei variabile aleatoare, dispersia se limitează la intervalul mit Зс ceea ce 


permite ca, dati fiind m şi O^, să se poatá indica intervalul in care variabila 
aleatoare 1а toate valorile posibile cu o probabilitate mare sau practic ia toate 
valorile posibile. Această metodă de estimatie se numeşte în statistică „legea celor 
trei sigma” (vezi şi paragraful 3.2). 

În aplicaţii, repartitiile binomialá şi Poisson se asimilează unei repartitii 
normale N (0,1) dacă pentru repartiţia binominalá n > 50 şi np 218 şi se ia ca 
&-0,5- np 


npq 
pentru repartiţia Poisson, dacă А >18, variabila aleatoare fiind în acest caz 
&+0,5 -А 
M T 
Exemple. 
1. La un atelier se fabrică bile cu un diametru de 0,8 cm. Defectele de fabricaţie 


variabilá aleatoare variabila normatá „ asimptotic normală N (0,1), iar 


dau o eroare a diametrului repartizată după o lege normală m=0 (nu avem 
erori sistematice) şi o = 0,001 cm. La control sunt date ca rebuturi toate bilele 
care trec printr-un inel de diametru de 0,798 cm şi cele care nu pot trece 
printr-un inel de diametru de 0,802 cm. Să se determine probabilitatea ca o 
bilă luată la întâmplare să fie refuzată. 
Răspuns. Fie evenimentul A -— bila este refuzată. Atunci A = А, U А, unde A, 
este evenimentul ce corespunde cazului când diametrul d < 0,798 , iar A, pentru 
d > 0,802 . Vom calcula 


P(4*)- P(0,798 < d < 0,802)= Pld — m,| < 0,002) 


unde m, = 0,8 este diametrul normal. Avem 
P(4*)-20* SUUS s 29' (2)-122-0,9772-120,954, 
0,001 


deci 
P(A4)21- 0,954 = 0,046. 

2. 500 de aparate de tipul A si 1000 de aparate de tipul В cu aceeaşi destinaţie 
sunt in serviciu. Ele trebuie reparate dupá exploatare cu probabilitátile 0,3 
respectiv 0,4 . Se cere sá se determine: 

a. probabilitatea ca numárul de aparate ce trebuie reparate sá fie cuprins 


intre 250 si 350. 
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b. numărul de reparaţii л, ce trebuie efectuate în atelier pentru ca 

probabilitatea p a numărului de aparate în reparaţie să fie 0,90. 
Răspuns. 
a. Fie evenimentul Á- aparatul trebuie reparat. Numărul de aparatii a 

evenimentului A este o variabilă aleatoare repartizată normal cu 
M(8)= 500-0,3 + 1000 0,4 = 550 
D? (E) = 500 -0,3-0,7 +1000 - 0,4 -0,6 = 345 
Р(250<5 <350) = Р(250 < 5 «350)- P(g -300| < 50) = 


.( 50 

-26 zd 
E23 

n — 300 


4345 


= 1,27, de unde rezultă n = 323. 


b. P(E«n)-090- o| | . Din tabele avem Ф*(1,27)= 0,90 deci 


n —300 


4345 


Mediana unei variabile aleatoare repartizată normal, este numărul egal cu jumătate 
din lungimea unui interval de pe аха absciselor simetric în raport cu punctul m şi care 
este baza figurii de arie egală cu jumătate din aria mărginită de axa Ox şi curba de 
repartiție (figura 4.7.). 


Ў (x; M, о?) 


Figura 4.7. 


Dacă & este о variabilă aleatoare repartizată normal, din definiţie rezultă cá 


P(g – m| «ue; (4.26.) 


deci, din (4.23.) tinánd seama de simetria domeniului in raport cu centrul de 
dispersie rezultá 


Е npe.) 29 251-2 (4.27.) 
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de unde 


ЗЕ e | =0,75 

[e] 

lar din tabele rezultá 
Hi = 0,674 sau M, = 0,6740 . (4.28.) 
[e] 


Deci, cunoscánd o , putem determina imediat valoarea medianei. 
Dacá pentru caracterizarea dispersiei utilizám mediana, densitatea de 
probabilitate а repartitiel normale se scrie 


_P 2 
м2 (4.29.) 


р 
Ро; т,с? )= е 
| | Ет 
unde M, = рс\/2 i 
4.2.3. Repartiția lognormală 


Spunem că variabila aleatoare © urmează o repartiție lognormală dacă 
densitatea sa de probabilitate este 


NE 
а= 


cu а si O^ valoarea medie, respectiv dispersia logaritmului lui &. 


„x>0 (4.30.) 


: 7 1 
Dacă considerăm variabila aleatoare n = —(In& - a), ea este repartizată 
o 


N(0,1). 


Avem 


| .,4,.lnx-a 
Dacá se face schimbarea de variabilá = и rezultă 


M(E) E Fu d (4.31.) 


2 
Е 2 2a+20| еб -1 
»(- Jo- yr roue 7. аз) 
0 
Importanta acestei repartitii constá in urmátoarele: 
1. Раса х=0, f(x)» 0, ceea ce este convenabil în cazul variabilei aleatoare 


timp; repartiția normală nu are această proprietate. 
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2. Dacă &,...,5 


6...5, este o variabilă aleatoare lognormală. Într-adevăr, dacă & este 


sunt variabile aleatoare lognormale independente, produsul 


n 


lognormală, atunci In & este normală şi acest rezultat decurge din proprietatea 
de aditivitate a variabilelor aleatoare independente. 


4.2.4. Repartiția exponențială negativă 


Definiţie. Spunem că variabila aleatoare & urmează o repartiție 
exponențială negativă dacă are densitatea de probabilitate: 


х) = Ле, 1 >0, 0€ x « 4o. (4.33.) 
Avem 
1-e"' pentrux»0 
F(x) = " р A : 
0 pentru x < 0 


Exemplu. [5] Densitatea de repartiție a vieții unei lămpi dintr-un aparat de 


t 


2 M 1 : 
radio cu 6 lămpi este Ае ", г> 0, dat în ani şi Me Sá se determine 


probabilitatea ca in mai puţin de 6 ani nici o lampă să nu mai fie schimbată. 
Ráspuns. Vietile medii ale lámpilor sunt considerate evenimente independente. 
Probabilitatea ca viata medie a unei lámpi sá fie mai mare de 6 ani este 


p= [ear = e“ = 0,0224. 
6 
iar probabilitatea căutată va fi P = p^ = (0,0224) 
4.2.5. Repartiția y? 


Fie &,5,,...,6,, v variabile aleatoare normale, normate, independente 


(S єм (0,1)). Suma pátratelor acestor variabile aleatoare este o variabilá aleatoare 
notatá 
2. £2, £2 2 
y =E t5 e F6, 


Aceastá variabilá aleatoare are densitatea de repartitie 


2 
х 
1 v-2 2 


/(х)=————х”7?е?, x € [0,+о). 
žr) 


Spunem că această densitate de repartiție defineşte repartiția x cu v grade 


(4.34.) 


de libertate, înțelegând prin aceasta numărul variabilelor independente a căror 
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y 


Se NE d 50 V б v A. 
variatie nu suferá nici o restrictie. Pr este o constantá aleasá de asa manierá 
+оо 
incát [ла =1. 
0 


(Reamintim cá T(n)- ] x" e dx este funcţia gama a lui Euler, cu n un 
0 


parametru pozitiv). 
Curba densitátii de repartitie nu este simetricá (figura 4.8) dar ea tinde sá 
devină simetrică dacă numărul gradelor de libertate v creşte (peste 30). 


5 10 15 20) 25 
Figura 4.8. 


Valoarea medie a unei variabile aleatoare & repartizatá Y) este M (E) =y. 
Într-adevăr 


Analog se arată că dispersia este 
D'(&)- 2v. (4.35.) 
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Vom da o proprietate deosebit de utilă în statistica matematică şi anume: 
Fie $,5,,..., 5, un şir de variabile independente care pot lua fiecare valorile 


4,,Q,,...,d,, cu probabilitățile р, Pa,- Pn (p; 20, Ур, = 1). Dacă notăm cu 


i=l 
о, (i —L...,m) numărul de câte ori a fost luată valoarea а, (Ya, — n), atunci 
i=l 
variabila 
2 2 2 
(a, np,) + (o., пр,) Е (о, np, ) (4.36.) 
пр, пр, NP m 


urmează o repartiție x” cu т –1 grade de libertate. 


Repartiția Y^ depinde numai de parametrul v (numărul gradelor de 
libertate). Tabelul din anexă ne dă pentru fiecare valoare a lui v <30, valorile 
probabilităților ca să avem pentru X^ o valoare mai mică decât un număr dat ^ , 

2 
1 7 I 
= 2 EE 2 X 
P= P < x)= - [х e "dx (4.37.) 


оү 0 
2 


$1 care reprezintá aria nehasuratá din figura 4.9. 


(х) 


| X 
Figura 4.9. 


Exemplu. Pentru v = 7, 
Phx? «2,83)-1- Phx? > 2,83)=1- 0,90 - 0410, 
sau Py? >14,1)= 0,95. 
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4.2.6. Repartiția Student 


Fie £&,5,..,5, variabile aleatoare normale М(0, с), independente. 
Variabila 
E 


EE 4.38. 
LA ( ) 


unde 5 este o variabilă aleatoare N (0,5), independentă de şirul (E) este o 


1<і<п? 


variabilá aleatoare continuá cu densitatea de repartitie 
i 5+ 1 ES 
1 2 x^? 
/(ху)=——=—^—=——|1+—|  ‚хє(=,+®) (4.39.) 


Aceasta este densitatea repartiției Student, (după  pseudonimului 
matematicianului W. Gosset), cu = п – 1 grade de libertate. 
Curba teoretică a acestei densități este cea din figura 4.10. 


Figura 4.10. 


Ea este asemănătoare cu curba densităţii normale, dar diferită. Dacă 5 — 00 
repartitia variabilei Student tinde spre functia Laplace Ф(п) ; 
Funcția de repartiție Student este 


F (x)= ra. (4.40) 


Observăm că densitatea (4.39.) nu depinde de o” ceea ce este foarte util in 
aplicaţii practice. 
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EXERCITII SI PROBLEME PROPUSE 


4.1.Un dispozitiv se compune din trei elemente care lucrează independent. 
Probabilitatea de a se defecta într-o probă a fiecărui element este 0,2 . Să se 
scrie repartiţia variabilei aleatoare & care reprezintă numărul de elemente care 
se pot defecta într-o probă. 
Răspuns. € este de tip Bernoulli şi ia valorile 0, 1, 2. 
4.2.La un examen profesorul pune întrebări suplimentare. Probabilitatea ca un 
student să răspundă la oricare din întrebări este p = 0,95 . Profesorul întrerupe 
examenul dacă studentul nu dă răspunsul exact la o întrebare. Se cere: 
a. Sá se scrie repartiția variabilei aleatoare & care reprezintă numărul de 
întrebări suplimentare puse de profesor studentului. 
b. Să se determine numărul cel mai probabil, x,, de întrebări suplimentare 
date. 


йрй. E: dies qucd 
Cán T б T 


4.3. Un manual se editeazá cu un tiraj de 150.000 exemplare. Probabilitatea ca un 
manual sá fie respins ca fiind tipárit necorespunzátor este 0,0002. Sá se 
determine probabilitatea ca tirajul sá continá exact 5 manuale necorespunzátor 
tipărite. 

30? А e? 

2 M 

4.4.0 fabrică trimite la un depozit 600 articole. Probabilitatea ca un articol să se 

deterioreze în timpul transportului este 0,003. Să se afle probabilitatea ca în 


Răspuns. A = np = 30; Pius) = 


timpul transportului sá se deterioreze: 
a. exact 5 articole; 
b. mai putin de 5 articole; 
c. mai mult de 5 articole; 
d. cel putin un articol. 
Ráspuns. 


5 -L8 
a. А = пр = 600-0,003 218; Р(5)= Spe ; 


b. Poo(0)+ P4, (1) 4,2) Poo(3)+ (4). 


5 
с. Р=1 – У Ba). 


і=1 


d. P=1-P(0). 
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4.5. О urnă contine 12 bile dintre care 4 roşii, 3 albe şi 5 negre. Se extrag două 
bile. Să se determine probabilitatea ca între cele două bile extrase să avem 
a. о bilă roşie şi una neagră; 
b. ambele bile să fie albe; 
c. săavemo bilă roşie şi una albă sau o bilă albă şi una neagră. 
Răspuns. 
Сіс! 
2 
Ch 
C; 
2 > 
Ch 
Let Le 
GC: n CC. 
2 2 
С Ch 
4.6. Impártim primele douăsprezece numere naturale în trei grupe a câte patru 
numere, si inregistrám fiecare grupă pe câte un bilet. Dintr-o urnă conținând 
douăsprezece bile numerotate de la 1 la 12, se extrage pe rând, câte o bilă. Se 
cere: 
a. Probabilitatea ca din şase extrageri patru numere să fie conținute pe acelaşi 
bilet, presupunând că bilele extrase nu sunt întoarese în urnă. 
b. Probabilitatea de a obţine cele patru numere ale unui bilet din şase extrageri 


presupunând că după fiecare extragere bila este reîntoarsă în urnă. 
(O.M., etapa jud., 1969) 


> 


Răspuns. 
2 
Се. 
6 5 
C» 


4 2 
b. ZEB B8 | 
3/43 


4.7.0 urnă contine 2 bile albe şi 4 negre. Două persoane scot pe rând bile. De 
fiecare dată bila este repusă înapoi în urnă. Operația încetează la apariția unei 
bile albe. Să se calculeze probabilitatea ca unul din participanți să extragă 
primul o bilă albă dacă nu este scoasă de mai multe de 2k ori. 


2k 2k 
Răspuns. В — -( BE -(2) 


a. Р=3 


3 3 


4.8. [5] Într-o urnă sunt 20 de bile albe si 2 bile negre. Se scot n bile. Care este valoarea 
minimă x, a lui n, pentru ca probabilitatea ca între bilele extrase să fie cel puţin o bilă 


1 
neagrá, sá fie mai mare са 5 ? 
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Сї. бй sd 43 [925 


o Din ~ <— rezultă x, > | , deci x, =7. 

, ; 2\4 

22 22 

4.9.[5] De câte ori trebuie să se arunce ип zar pentru a avea fata şase cel puţin o 
dată, cu o posibilitate mai mare decât 0,7 , mai mare decât 0,8 sau mai mare 
decât 0,9? 

1—1n3 1—1n2 

d А T e 
In 1,2 In 1,2 In 1,2 


4.10. [5] Valoarea unei diviziuni de pe scala unui ampermetru este de 0,1 


Răspuns. Р=1— 


Răspuns. x, > „deci x, =7, x, =9, x, =13. 


amperi. Indicatia aparatului de măsură se rotunjeste până la prima diviziune 
întreagă. Sá se determine probabilitatea ca la citire să se comită o eroare mai 
mare de 0,02 A. 
Ráspuns. Eroarea de rotunjire se poate considera ca fiind o variabilá aleatoare & cu 
repartiția uniformă pe un interval format de două diviziuni întregi consecutive. 
1 | 
Deci f(x)2 — -10 si 
0,1 
0,08 


Р = Р(0,02 < E <0,08)= [102x-0,6. 
0,02 

4.11. Să se determine valoarea medie şi dispersia unei variabile aleatoare б 

repartizată uniform în intervalul (2 —1,2+ 1). Sá se traseze curba de repartitie. 

2 
1 

Ráspuns. M(&) =2, D'(&) = B ; 
4.12. [8]. Diametrul unui cerc variază în intervalul (a,b). Considerând 

diametrul ca o variabilă aleatoare & uniform repartizată în (a,b) să se 

determine valoarea medie şi dispersia suprafeței cercului. 


, né? nla? + b2+ ab) 
. = ——, Мт) = ; 
Răspuns n 1 (n) 12 
2 
л 2 
D'(n)- == (6-а) (4° +7ab+4a*). 


4.13. Valoarea medie şi dispersia unei variabile aleatoare & repartizată normal 
sunt respectiv 1 şi 9. Sá se determine probabilitatea ca în urma unei probe, & 


să ia o valoare în intervalul (1 7,20). 


Р(а ср) (2) орат. 


[o] 


Ráspuns. 


deci 
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Р(17 < & <20)= '(2)- Ф“(1)= 0,4772 — 0,3143 = 0,1629 
4.14. Variabila aleatoare & este repartizată normal cu M (E) =7 şi D'(E) ES; 
Să se determine intervalul in care & ia valori cu o probabilitate p = 0,9973. 
Ráspuns. (m —3o,m + 3c) = (— 2,1 8). 
4.15. Să se demonstreze cá dacă variabila aleatoare © are o repartiție 
exponențială negativă, atunci Р(а << b) Eg Meg 
4.16. Să se determine valoarea medie si dispersia unei variabile aleatoare & care 
are o repartiție exponențială negativă. 
1 1 


Ráspuns. M(E) = Ж D'(&) = X 
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5. SISTEME DE VARIABILE ALEATOARE. SIRURI DE VARIABILE 
ALEATOARE. CONVERGENŢĂ 


Fie $,..,5,, n variabile aleatoare definite pe o — câmpul de probabilitate 
(030224 

Definiţie. Sistemul [Erat s) se numeşte variabilă aleatoare 
n — dimensională sau vector aleator cu n dimensiuni. 

Exemple. 

1. Punctul de explozie al unui obuz la distanță este determinat printr-un ansamblu de 
trei variabile aleatoare. 

2. La tir, ansamblul de n atingeri ale punctelor care ating ținta în plan, poate fi 
considerat ca un sistem de 2n variabile aleatoare. 

In general putem interpreta variabilele aleatoare и — dimensionale ca puncte 
aleatorii într-un spaţiu euclidian cu n dimensiuni. Pe lângă această imagine se utilizează 
pentru interpretarea geometrică a unui sistem de n variabile aleatoare un vector aleator 
în spaţiul euclidian cu n dimensiuni. 


5.1 Variabile aleatoare bidimensionale discrete 


Fie (£,77) o variabilă aleatoare definită pe câmpul de probabilitate (О, £, Р). 


Prin distribuţia variabilei aleatoare discrete (£,77) vom înţelege enumerarea 


valorilor posibile ale variabilei, deci a perechilor de numere (xi, yj Jisien şi a 
1< ]<т 


probabilităților corespunzătoare 


ру = Pllole(o) =>). [orto = D (5.1) 


Evenimentele (e = xn = у jj formeazá un sistem complet de evenimente, deci 


suma tuturor probabilitátilor este egalá cu 1. 
n m 


узул ы (52.) 


i=l j=l 
Cunoscând repartiția variabilei aleatoare (&,77) , putem determina repartiția fiecărei 
componente si anume, evenimentele 
(E = хыл = xi E= җыл = y} (E = җыл = уш} 
sunt incompatibile si vom nota 
Р. = р + Pio +++ Pime (5.3.) 
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Asadar 


m 
Pi. = Уру , 
px. (5.4) 
iar 
n 
Ру= ру: (5.5.) 
i=l 


vor fi numite si probabilitáti marginale ale lui £ , respectiv 7. 
De obicei, repartiţia varabilei discrete (£,77) se scrie sub forma unui tablou cu dublă 


intrare, de forma 


Л Рі P21 Pil Pnl 
У? Р\2 P22 Pi2 Pn2 
yj Pij P2j Pij Pnj 
Ут Pim P2m Pnm 


Deci р = Р( = x ) şi reprezintă suma probabilităților de pe coloana lui ху; etc. 


Repartitiile variabilele £ şi 7 sunt 


n 
Xl X2 ex Xi es X, 
zl | * ) Ур. =1 


Р. P2. Pi Рп ud 

y^ уз see Yj we Ym) Ë (5.6.) 
У Й р.у =1 

Р.1 P.j Р.т 


Exemplu 


Fie repartiţia variabilei aleatoare bidimensionale (2,77) 


0 0,1 0,3 0,2 0,6 
1 0,2 0,1 0,1 0,4 
Pi. 0,3 0,4 0,3 p.l 


Probabilitățiile marginale sunt 
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р. = 0,1+0,2=0,3 
P2. = 0,4;рз. = 0,3; 
Рл = 0, 6;p.2 — 0,4. 


К zb 0 EE 1 
103 04 03J'"l06 0,4)” 


Repartitii conditionate discrete 


Fie variabila bidimensională (£,77) cu repartiția din tabloul 1. 
Notăm 


рР(/уу)= Р(#=җ/т = »;). (57) 


Prin repartiţia lui £ condiționată de faptul cá 7 = y ; , înțelegem repartiția 
х X2 n х; ТЕ Xp 
2 P(n]v;) plz) « ruv) — plea) = ' (58) 
unde | 
P(£- xin - y) _ Pj 
Р(п=у;) Ору” (5.9.) 


plai [= 


cu 


n 
2 r(u/»;)-1- 
me 
Analog se poate defini repartiția lui 7; condiționată de faptul cá é = x; şi anume 
У У А yj T Ут 
n: 
р(у\/җ) poha) — pya) Pomi) no (5.10.) 


unde 


p(z jx) =, Zob psi) (5.11.) 
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5.2. Functia de repartitie 

În general, o variabilă aleatoare cu două dimensiuni se defineşte prin funcţia sa de 
repartiție. 

Fie б= (&, m) o variabilă aleatoare cu 2 dimensiuni. 

Definiţie. Funcția F(x, y) у)= P(lolz(o) <х nlo (о) < y)) cu (x,y) ER?’ se 
numeste functie de repartitie a variabilei aleatoare С. 

Interpretánd sistemul (& n) ca un punct aleator, funcţia de repartiție F (x, y) nu este 
altceva decát probabilitatea ca punctul aleator (£, n) să se găsească in pătratul infinit си vârful in 
punctul (x, y) din figura 5.1. Notánd cu Ё [Хх ) şi Е Ki y) functiile de repartitie ale variabilelor 
aleatoare & si n, în aceeaşi interpretare Ex ) reprezintá posibilitatea ca punctul aleator sá se 


afle in semiplanul limitat de dreapta paralelă cu Oy ce trece prin punctul de abscisă x , la dreapta 
dreptei, iar Р, ( у) reprezintá probabilitatea ca punctul aleator sá se gáseascá in semiplanul 


situat sub dreapta paralelá cu Ox , ce trece prin punctul de ordonatá у. 


Figura 5.1. 


Vom da câteva proprietăți analoge celor date pentru funcțiile de repartiție 

unidimensionale: 
1. Е este nedescrescătoare în raport cu fiecare argument; 
F este continuă la stânga în raport cu fiecare argument; 
F(x,—0) = F(- oo, x) = F(- oo,—oo) =0; 
F(x,+0)= (x); Е(+о,у)= Е (у); 
Е (+ со,+оо) =1. 

Ín continuare vom nota simbolic (Em) c D evenimentul „punctul aleator (£n) 


se găseşte în domeniul D ”. Probabilitatea acestui eveniment se exprimă simplu dacă D 
este un dreptunghi ale cărui laturi sunt paralele cu axele de coordonate. Fie dreptunghiul 


лт ees Ou 
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D de vârfuri A(a,c); B(b,c); C(b,d); D(a,d). În acest caz evenimentul 
(& n)c D este echivalent cu {а € & < b}N {с € n < d }, deci 
P((En)c D)= F(b,d)- F(a,d)- Е(Ь,с)+ Е(а,с) (5.12) 


5.3 Sisteme de variabile absolut continue 


Dacă există o funcţie reală f definită si integrabilă pe R^ aga încât 


F (x, y)= | [ f (u,v)dudv , atunci f se numeşte densitatea de probabilitate 


(repartiție) a variabilei aleatoare cu 2 dimensiuni б. 
Fie 6, două variabile aleatoare de tip continuu şi (2,1) interpretat ca un punct 
aleator în plan. Fie R , dreptunghiul de laturi Ax si Ay , avem 
Pi) e К) = F(x + Ах, у+ Ау)— F(x* Ах, y)- 
-F(x,y* Ay) F(x,y) | 


Avem 


Р((&,7)=Е,) eF(xy) 
arm AXAy р дхду ` 


Notăm această derivată prin f (х, у) 


0 F(x, 
Did ECT = бу) (5.13.) 
хду 
ea fiind tocmai densitatea de probabilitate a variabilei aleatoare С. 
Avem 
Р((&,т\) = р) = [| (х, y)dxdy : (5.14.) 
D 


Densitatea de repartiție a lui б este nenegativă, iar 
+оо +00 


] | /(х, y)axay =1. 


Exemple. 
1. Fie variabila aleatoare б = (E) cu 6, n variabile aleatoare independente, a cărei 
densitate de probabilitate este 


| 2 
у) pev e i 


Să se determine 
a. Funcţia de repartiție corespunzătoare. 
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b. P((Em)c D), unde D este pătratul construit pe segmentele [0,1] si [0,1]. 


Ráspuns 
17? dudv lf du ү dv 
F p 
E (y) = E Ih (+u dev) m? | лг 
| LN Fees zj | 
BU = 2 Лл dd 2 
dud 1 
b. P((&n)c D)= sli Wu 


(fiev) 1e 


2. Suprafata de repartitie a unui sistem de variabile aleatoare (&, n) este un con circular 
drept, cu baza un cerc de rază R şi cu centrul în originea sistemului de coordonate. 
Să se determine 
a. Densitatea de probabilitate a sistemului; 
b. Probabilitatea ca un punct aleator să se găsească în interiorul unui cerc de rază 
à, a « R (figura 5.2.). 


Figura 5.2. 


Răspuns. 
a. Expresia densității de probabilitate în interiorul cercului (С ) „notând cu Л înălțimea 


conului (figura 5.3.), este f(x, y) — | -4x + y! | 
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Figura 5.3. 


Alegem pe h aşa încât volumul conului să fie egal cu unitatea, Л = 


b. P((&n)cC)= [| ] f(x, y)dxdy . Trecând în coordonate polare 
C 


x = rsin 
| ,0srsa,0x0s2z 
y=rcos 


se obține 


5.4 Repartitii marginale. Repartitii condiţionate 


— , deci 


Fie (£,7) o variabilă aleatoare cu csi m variabile aleatoare continue si fie 


F (x, y) funcţia de repartiție a variabilei (2,7) $1 f(x, у) densitatea de repartiție. 
Definiţie Numim repartiție marginală a variabilei с , repartiția 


Е(х) = Р(2<х)= Е(х,+о). (5.15.) 


Densitatea marginalá de repartiție a variabilei 2 este 


Л (x) EE (х, +оо) = frin а 


(5.16.) 
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Analog definim repartitia marginalá, respectiv densitatea marginalá de repartitie 
a variabilei n funcțiile 


Е, (x)= Р(т<у) = F (*». у), 


(5. 17.) 
51 
%(х)= Еу(+®,у)= | f (x y)dx . (5.18) 
Exemple 
1. Fie 


20 0909) > 0,у>0 
ræ e A ii 
0, în rest 
densitatea de repartiție a variabilei aleatoare (£,77). 
1) Să se scrie funcţia de repartiție F (x, у); 


2) Să se determine repartitiile şi densitățiile marginale ale variabilelor £ şi 77. 


Răspuns 
Avem 
xy 
›)= [I (u,v) jauăv=2| [e (иу) Jugy = 
00 00 | 
= рая = (1 mau IL -e?) 
Avem | | 


(ste, &()-1-e, (х) 226?*, pO) 


2. Fie 
Е(х,у)=-улу(х+у),0< х<0< у<1. 


densitatea variabilei aleatoare (£,77). 
Să se scrie densitatea de repartiție şi densitátiile marginale ale variabilelor € şi 7 . 


Răspuns 
х+ у, 0<х<1,1< у<0, 


fes). 


în rest 
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Din definiția probabilității condiționate avem 
Р(у <7 < wa <E < x2) 


Р(у <т< la <&<ж)= Р(хү<&<х)) 


de unde 

F (x hx, y) - F(x, y) 
Е(х+ Ах, +о) -Е(х, +0) 
Trecând la limită pentru Ах — 0 obținem 


P(ņ<y/x<x<x+Ax)= 


y 
ôF (х,у) ] f(x,y) dy 
CE 


(5.19.) 


G( у] х) se numeşte repartiția variabilei т] condiționată de faptul că é = х. 


Analog, repartiția variabilei € condiţionată de faptul că n = y este 


Н(х/у)= P(£ <y/n=y). 
Densitátile de repartiție condiționate sunt 


д 
g(v/x) 2 G(y/x), 
51 
һ(х/у) = 2 H(x/y) ; 
Ox 
Ținând seama de repartitiile marginale avem 


(is) D 


51 
f(x») 
h (y) | 


һ(х/у)= 


Din ultimele relații rezultă cá 
/(х,у)= Л (х)в(›/х)= faG)h(xl y). 


relatii care nu sunt valabile si pentru functiile de repartitie. 


(5.20.) 


(5.21.) 


(5.22.) 


(5.23.) 


(5.24) 


(5.25) 
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Definiţie Vom spune cá variabilele £ şi 7; sunt independente dacă 


Flo) BB); EA 
De aici rezultá si 
/(®у)= AB) UE 
Deci pentru £ şi 7 independente 
є(у/х)= (>), mum) 
iar 
(5.29.) 


h(x/ y) = fi (x). 
Exemple 


1. Ете sistemul de variabile aleatoare (& n) a cárui densitate de probabilitate este 
f (x, y) şi fie 6, 2 5: şi $, =6+m. Sá se determine densitatea de probabilitate a 
lui & şi б). 

Răspuns. Ne vom fixa o valoare a lui z şi vom construi în planul хОу curba de ecuaţie 
Xy = 2 (hiperbola care аге ca asimptote axele de coordonate). Domeniul D este cel 
hasurat din figura 5.4. 


Figura 5.4. 


Funcţia de repartiție a lui б, se scrie 
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0 +œ 


2)- [| fra = | [és y)dxdy + "E 


-0 2 


n 


f(x, y) dxdy. 


х 


Derivánd aceastá expresie їп raport си 2 obtinem 


0 


f, G) - | E ze Д» Zar. (5.30.) 


Pentru determinarea densității de probabilitate a lui &, vom trasa în planul xOy 
dreapta de ecuație x + y = 2 (figura 5.5.). Domeniul D este cel hasurat. 


y À 


E 
ч 
II 


К 


Figura 5.5. 
Avem 


Iu |762) = Гоа = 


"fpe ч 


(5.31) 
dx 


—00 


М5 


—00 


Derivând această expresie în raport cu z (care figurează la limita superioară a 
integralei a doua) obținem 


fe x) = În X,z — x) )йх. (5.32.) 
Din cauza simetriei sumei & + т] această formulă se poate scrie 


fa (x)= | 7(-у,у)ау, (5.33.) 


În aplicaţii practice practice cazul în care & si m sunt independente este foarte 
important. 
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Fie 5 si т două variabile aleatoare independente cu densitátile de probabilitate 


fl) si f er). Ахет /(х,у)= fi) (у). 
Să determinăm densitatea de probabilitate a variabilei aleatoare б, =6+n În 
acest caz (5.32.) şi (5.33. ) se scriu 


fi(2)= [AOE aa, (5.34) 
fo | (у), О). (5.35.) 
Pentru desemnarea Ырай celor douá legi de probabilitate utilizám notatia 
simbolicá 
Jesu n 


unde * este simbolul de compunere (convolutie). 


2. Fie variabilele aleatoare © şi m independente, cu densitátile de probabilitate 
(uniforme în [a,b]) 
0 pentru x e [a,b] 


f.lx)= PACE 


EU pentru хє a,b] 
b-a 


Să se determine densitatea de repartiție a variabilei aleatoare б = & + 1. 
Răspuns. Avem 


LO- блаа 


a a 


51 
b z-a 
[Az xxx |7,04, 242 2b. 
a z-b 


Dacă z - b < a,atunci z - a « b si 


2-а а 2-а Бы 2 

[Л,(©ш = Fo at f Alear = 7 

z-b z-b a -a 
Dacă 2-Р > a „atunci z-a >b şi 

2-а b 2-а 2Ь A 

[A (0a. F5 atr | A edt = B 23 

z-b z-b b 74 


Rezultă 
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0 pentru z € 2a 


cay pentru 2a<z<a+b 
-a 
[у= 2b-a 


Ga pentru a+b<z<2b 


0 pentru z > 2b 


Această densitate de probabilitate se numeşte legea de repartiție a lui Simpson. 


3. Fie variabilele aleatoare & si n independente, cu densitátile de probabilitate 


0 t <0 
nb] pentru x 


=x 


e" pentru х>0 | 
Să se arate că б, =6 +n şi б, = 2 sunt independente. 
n 


Răspuns. 
Avem 


F(uv) -P(G <u, <у)= Îl )dudv = 


к = Їде flu) v)dudv = = | le e "dud = 


2 


= fe”( E hu =1- (1+ ze? 


0 
x)= [AQ v)dudv = dn e dudv = i 


Le 


Rezultá cá F(u,v) = FL (и Js (v). 
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S. 5 Valori medii. Medii conditionate 


Fie variabila aleatoare (2,27) care are densitatea de probabilitate f (x, у). 
Definiţie Se numeşte moment de ordinul Ak, h,keN a variabilei aleatoare 


(£n) expresia 


+оо +оо 


ам - M (^n )= | |у) ау. (536) 


—00 —00 


Observatii 

Pentru л =0,k = 0 obținem ag =1, iar pentru л 2 1, k = 0 obţinem оо = M (£)si 
de asemenea pentru л = 0, k = 1 rezultă ap, = М (n). 

Analog se definesc momentele centrate de ordinul Ak 


Ш -M (£-«o)" (1-201) |. 


deci 
+оо +оо } " 
Hy = ] | (£72) (n-a) f(x, y)dxdy. (5.37.) 
Observaţie 


Pentru = 1, k = 1 obţinem ү = cov(£, 7) „pentru = 2, k = 0 obţinem oo = D? (£) 


iar pentru Л = 0, k = 2, цо = D? (n) găsim ug; = D? (л). 
Repartitiilor condiționate le asociem valori medii condiționate şi anume 
Definiţie Numim valoare medie a variabilei aleatoare £ condiţionată de faptul că 


7) = у expresia 


м(ер)= f orejas, (5.38) 

analog B 
M (n/x)- Гао, (5.39.) 

Баира оваа 
рҷ))= | [х-м(&/›)] Оуу) а, (5.40.) 


—00 


51 


106 


+оо 


D? (п/х) = Í [»-M (n/x)f eo. (5.41) 


—00 


Dacă (2,7) este o variabilă aleatoare bidimensională discretă avem următoarele : 
pentru €=x fixat М(&/у), р? (£/y) sunt parametrii variabilei 7 condiționată de 
£-x, dacă considerăm x variabil atunci М(&/у), D?(Z/y) sunt variabile aleatoare 
(funcții variabile de £ ), deci putem calcula valorile lor medii şi dispersia. 
Teoremă. Avem 
мм, (&/т)|=м(п) 


Într-adevăr din 


My (nl£)7 | vsi), 


—00 


rezultă 


Me buts] Peste: Тонн ус) 


—00 —00 \ —oo 


dar 
g(»/x) f (x) f (х,у), 
asadar 
Me |M; (£/n) | - ] ] yf (x, y) dxdy - M (n) A 


Deci media după toti x a mediei variabilei 7 cu x fixat este media necondiționată a 
variabilei aleatoare 7. 


Exemplu 1. Fie 
-( 
/(ху)= s 


densitatea de repartiție a variabilei aleatoare bidimensionale (2, у). Sá se calculeze 


/:(х),в„ Qv). FG v) si M (n/x). 


22:3 х>0,у>0 


j 
0, x< 0, sau y «0 


Răspuns Avem 


+оо 
fe (x)= f axe Uer = 4e ^ x>0, 
0 
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deci 


lar 


&(»)- poe M py, 
atunci 
A 
à у> 0, 
єл (x) - A4 y) , 
0, у<0 
lar 
f(x) PE) «(ажур е), uoo 
n (>) 0, х< 0. 
51 
+оо 2 
ME) |) 


0 


Exemplu 2. Fie densitatea de repartiție a variabilei aleatoare bidimensionale (£,77) 


2 Ху 
х + 0<х<1,0<у<2 
re 3 , 


0, in rest 


Să se calculeze (г c < 246 «Xn «3 à 


2 
Ráspuns 
4e) 

lar 

+оо 2 

A= ооо [p т 2x? + xX, 

—00 0 

51 


deci 


PU « п) = [raw ; 


D 


unde D este domeniul hasurat din figurá 


Хе) 


lar 
0, x«0,y«0 


F(x.)- | | f») = D pn 2 0<x<1,0<y<2 


—00 —00 


1, х21,у22. 
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(Ыы; 
2-2 192 
1 1 5 
Pane ee. 
CU 32 
Exemplu 3 


Dacă f(x,y) este densitatea de repartiție a variabilei aleatoare bidimensionale 


(£,77)să se scrie P(E > 7).P(E > т) зі Р(п-&>1). 
Răspuns 


deci 


Р(#>л)= || (у) а, 
D 
unde D, este domeniul din figura următoare 


P(£» i) - || rosa. 


D, 


unde D, este domeniul haşurat din figura următoare 
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P(n-£ »1)2 P(n >ё+1)= || roo). 
D, 
unde D; este domeniul haşurat din figura următoare 


5.6 Variabile aleatoare n — dimensionale 


Fie variabila aleatoare n — dimensională & = (&, зз al ). 
Definiţie. Funcția 


Е(х\,....х„)= P(lok,(o)< лоу X, |) 


unde (x, ee d ) € IR" , se numeşte funcţia de repartiție a variabilei aleatoare €, . 
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Pentru aceste functii avem proprietáti analoge celor date pentru functii de repartitie 
unidimensionale. Amintim 
1. Е este nedescrescátoare în raport cu fiecare argument. 
2. F este continuá la stánga in raport cu fiecare argument. 
3. Ese) = 0 dacă există cel puţin un indice i, (i = 1,...,и) pentru care 
х=—%®. 


4. Е(+«,..„+ю)=1. 


Dacă există o funcţie reală f definită şi integrabilă pe R” asa încât 


ОЕ Г... [ess tus. аи, (5.42.) 


atunci f se numeste densitatea de probabilitate (repartitie) a variabilei aleatoare 
n — dimensionale ©. 
Avem 


(5.43.) 


+оо 


] | Fusu, Jdu,...du, zl. 


Definiţie. Spunem cá variabilele aleatoare &,....,& 


(5.44) 


sunt independente, dacă 


n 


pentru toate sistemele reale x,,...,x, avem 


Pli <х1,.55, < х,)= P(&, < aE, < x). 


Dacă $,...,5, sunt independente si admit fiecare o densitate de probabilitate 
fa СБ (х), atunci 
fois) e Dal ae; (х,) (5.45.) 
şi 
F(x, T cup (x, ER. (х„) (5.46.) 


Probabilitatea ca un punct aleator (о) sá se айе intr-un domeniu D din 
spatiul euclidian п — dimensional este 


Р((&\,...,®„)с р) = mI Oso eo cds (547) 
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5.7 Caracteristici numerice ale sistemelor de douá variabile aleatoare. 
Covarianţă. Coeficient de corelaţie 
Fie variabila aleatoare cu două dimensiuni б = (&, n) ; 
Definiţie. Vom numi о, = M (Ew) moment iniţial de ordin k,s , al sistemului 


(£n). Vom numi moment centrat de ordinul k,s al sistemului (£,n) numărul 


ш, = ME M In - MT) 


Avem 
a, - | [+ y f(x, y)dxdy, (5.48.) 
z E I х= M(B)) (v - M m) f Gs y)dxdy (5.49.) 


—00 —00 


formule care їп cazul variabilelor aleatoare discrete devin 


= узу Ууру» (5.50.) 
=F D(x -MEI -Mn ру. (5.51) 


„= M(Ew')- ue) 
Oy = M(Ew)- M(n) . 


Un rol important in teoria sistemelor de variabile aleatoare il аге covarianta. 
Definiţie. Numim corelaţie sau covariantá a variabilelor aleatoare & şi n 


Avem 


valoarea 
соу(&,т) = М{&- M (8)]- [n - M(1)). (5.52) 
Efectuánd calculul şi ținând seama de proprietăţile valorii medii rezultă 
cov(&.n) = M(&n)- М(&)М (1). (5.53) 


Covarianta este o caracteristică a sistemului care descrie, pe lângă dispersie, 
legătura dintre ele. Se arată cu uşurinţă că dacă & şi m sunt independente, covarianta lor 
este nulă (vezi 5.52.). 

Pentru caracterizarea legăturii dintre variabilele aleatoare © si m vom utiliza 
coeficientul de corelație. 

Definiţie. Se numeşte coeficient de corelaţie al variabilelor aleatoare & şi n 
raportul 


(5.54) 
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Este evident că dacă & şi n sunt independente, 7; =0. 


Două variabile aleatoare sunt necorelate dacă м = 0. 


Rezultá cá douá variabile aleatoare independente sunt necorelate. Reciproca acestei 
afirmaţii nu este adevărată. 
Exemplu. Fie О = (0,0050, unde 0),, i = 1,2,3,4 sunt puncte din plan 


de coordonate: œ (0,1); œ, (0,2); %(0,k); o, (4,1). Definim pe Q variabilele 


aleatoare 
0 4 
es 
Pit Pat P3 Pa 


| 1 2 S 
n: 
Pit P, р Р» 


4 
unde p, = Р(о,), Ур, = 1. Avem M(&)- 4p, 51 M (ņ)= p, +2р, +kp; + Pa: 
і=1 


Pentru variabila aleatoare &т, 


E | 0 4 8 i 
n: ; 
pBtptp p, 0 0 


alegem pe / aşa încât М (En) -M (E)M (n) — 0 deci 
4p, - App, * 2p, + kp, + p,)=0, 
de unde rezultá 
k= 1I-p,-2p,-4 EP EE V 
Р» Р» 


deci & si n sunt necorelate. 
Sá arátám cá nu sunt independente. Avem 
Р(&= 0,п=1)= P(o,)= р, 
Р(&=0)= p, + pı + p3, 
Р(п=1)= p, + pa. 


4 
Alegând numerele p, aşa încât p, > 0, i= 1,2,3,4, 5:5 =] şi 


il 
D *(p +р,)(р, + р, +р,) 
rezultá cá 
P(& = 0,1 - 1) P(& = 0). P(n - 1), 


deci & si 1] nu sunt independente. 
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Proprietăţi ale coeficientului de corelaţie: 


1. Fie D(€ ) D(n) + 0, atunci т, „ = 0 dacă si numai dacă variabilele ©, şi n sunt 
necorelate. 
Demonstrația este imediată, ținând seama de definițiile date. 


; We 2 
2. Pentru orice două variabile aleatoare avem Fe <1. 


Aplicând inegalitatea lui Schwartz avem 


IM (= -m ()-In - MQ)]| < 
«4MTE - ME )MlIn - mn) )= D(5)D(n) 


de unde rezultă proprietatea enunțată. 


3. Dacă a n 7 1, atunci între & şi n există o dependenţă liniară. 


= (ale 
=a'D'(6)+ 
Luăm aici а = =r; y D(n „b=D 


MIC Din)e- M(6)- DEn mn) j 0 
- Рп - M(5))+ Р(@)(п- м(п))=0 


Definiţie. Se numesc drepte de regresie ale variabilelor aleatoare € si т dreptele 


Fie a,b e c si 

- M(8)]+ en Mm) )= 
2abcov(E, me D n) 0. 

) =1.0 


şi ţinem seama cá ғ; Obtinem 


(& 
) 


десі 


x — M(& -M 
БН 2 contina (5.55) 
T E = en ee (5.56) 


Aceste drepte trec prin punctul (M (E) M (n)) şi au numeroase aplicaţii in 
statistica matematică. 


Exemple. 


-1 1 = 2 
1. Se consideră variabilele aleatoare SE ] şi n | 2 i) Se cere să se 
2 3 3 


calculeze 
a Р(&=-1,1=2);  P(&-Ln--1;  P(&-Ln-2) dai 
P(E = -1,3 7 -1)2À. 
b. Coeficientul de corelaţie în funcție de №. 
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c. Valorile lui A pentru care ©, si n sunt independente. 


Răspuns. 
a. Avem 
P(E =-1,m=2)+ P(E- -,n 2 -1)2 P(E=-1), 
P(£-1n--1)- P(£- -,n =—1) = P(n - -1), 
PẸ =1л| = 2)+ PE - Ln = -1)- P(5- 1) 
de ше Р($=-—1т=2)= Z- A, _ Р(&=1т=-1)= = 
@=һл=2)=5-=. 
deci 
é 
З zi 1 Р(т\= у,) 
2 2 
-1 À 37^ ^ 
1 1 1 
ЭШЕ а ел: 
Е 1 1 
PE =) 2 2 ! 


aj) eas 


À trebuie astfel ales încât toate probabilitățile să fie cuprinse între O si 1 deci 


О<А<1, тото а 
3 2 6 


1 1 
de unde © < 5, < С ceea ce implicá 


|M(&n) «1 
b  M(En)- M(EM() 


deci 


1 1 
Deoarece — < А < — rezultă 
6 2 
1 А : 
c. Pentru A = zi Ё si m sunt independente. 


2. [5]Se consideră variabila aleatoare (E, n) cu distribuția din tabelul următor 


x 
*L1[2|3|4]|5 |P(n-») 
Ук 
1 1 1 1 
| ERN 
12 24 24 30 2 
ыыы ET 
24 24 24 30 5 
1 1 1 1 1 
3 == | Ee 0 = = 
12 24 24 30 5 
1 1 1 1 
4 EIE x 
12 24 24 30 5 
5 1 1 1 1 1 1 
24 24 24 24 30 5 
1 1 1 1 1 
Р\бЁ=х — — — — — 1 
&-x) 3 |6 |6 |6 | 6 
Să se determine dreptele de regresie. 
Răspuns. 
2 16 8 
M(5)-»xP&-x)» ===, 
ici 6 3 
5 15 
M()-Yx,Pn-»x)- 7-3. 


Dreapta de regresie a lui & asupra lui тү este (5.21.) şi în cazul nostru 
y-3-15/7(x - 2,66). 
Dreapta de regresie a lui т] asupra lui & va fi 
y -3- 0,056(х — 2,26). 


5.8. Siruri de variabile aleatoare 


Fie {О,У,Р} un O — câmp de probabilitate si E mulţimea variabilelor aleatoare 


definite pe acest câmp. Ne propunem în continuare să studiem diferite tipuri de 
convergenţă ale şirurilor de variabile aleatoare şi relaţiile care există între ele. 


5.8.1. Convergenta în probabilitate 


Definiţie. Spunem cá şirul de variabile aleatoare (é, ) е converge ín 
probabilitate către variabila aleatoare & dacă pentru orice numere £ » 0, 6» 0, 


există numărul natural N (e, 5) aşa încât pentru n > N (e, б) să avem 


Р(% & „(ю)— glo) > JE б. (5.57.) 


În acest caz vom nota &,— 8. 


Propoziția 5.1. Condiţia necesară si suficientă ca şirul de variabile aleatoare 


G ) e să conveargă ín probabilitate către variabila aleatoare &, este ca pentru 


orice € > 0 să existe numărul natural N (e) aşa íncát pentru n > N (2) să avem 


lim Р(ф m (®)— elo) > = 0. (5.58.) 


Demonstraţie. Dacă &, — 5, cum în (5.23) 8 este arbitrar, putem lua 6 = € 
şi obținem (5.58). 

Reciproc. Dacă are loc relaţia (5.58), = şi 6 fiind dati, dacă = < б există un 
număr natural №. aşa încât pentru n > N, să avem 


P(lo & (ov)- glo) > JE e<6. 
Dacă б < £ , există un număr natural №, aşa încât pentru n > N, să avem 
P(lole,(6)-£(0)> е) < Р(&„(®)-&(®) > &})< 8. 
Propoziția 5.2. Dacă şirul de variabile aleatoare (é, ), « converge în 


eN 
probabilitate către variabila aleatoare € şi către variabila aleatoare т], atunci 


Р (®)= n(o))=0. 


118 


Demonstrafie. Avem la = n < lE = 


Шш) cle 
fokos ol Shu [a 
de unde 


2 
Р((еје (о) пө) > e))< 
he-& ele] 


< (dito -&,(®) > di + o 2 


Dar £, ——5£, E, — әт deci Р(@|&(®)—т(®) > el< 20, ceea ce arată 
că Plloklo) * n(6))) =0. 


Propoziția 5.3. Fie şirurile de variabile aleatoare G ) e şi (7, )as . Dacá 


&,— n| „deci 


h)-& (os 


P P a 
ec >E, N, >n, atunci 
a&, + bn, —— a% + bn, 
unde a gi b sunt două constante reale. 
Demonstraţie. Avem 


(аб, (в) – Бп, ()) - (а&(®)+ Рт(®)) > еј 
= jok, (o)- fo] 8 eptn,(o)- те) 5] - 


E lo 
de unde 


p(fol(a, (@)-bn, (о)) -(а(0) ebi(o)) > 2] < 


ele ө д ТЕЛ 


si cum 6, — 9€ si n, ——n propoziţia este demonstrată. 
Exemple. 


b 


la 


1. Fie (2, ) а un sir de variabile aleatoare Poisson, independente cu М (£ " =À, şi 


1 е у УС 
fie n, > De: Să se arate că dacă există lim--5 A, = А, atunci şirul de 
k=l k=l 


variabile aleatoare (7, ) м“ Converge în probabilitate către À . 


ne 
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Ráspuns. Avem D = М E). 


D(n,)- 4 M(n,) се 


: Au AU 
si cum lim ———————- 


по п 


= À , rezultă cá lim D(n,) =0. 
Inegalitatea lui Cebisev ne dá 

р? 
Plo n, (@)- А > e)< (n) 


2 
€ 


de unde 


lim n Plon, 0)-A| > є})=0 
2. [5] Fie G ) e un şir de variabile aleatoare a căror densitate de repartiție este 
0 pentru x < 0 А 
А. (х) = ПЕ = , c»0, 0<a<—. Мойа cu 
i ——е ** pentru x»0 2 
ск“ 


E к сп“ 
n, =- & „să se arate cá şirul de variabile aleatoare | 77, — 
га @+1 e 


converge in probabilitate cátre zero. 
Răspuns. Avem M(&, )= ск“, M( Hm 2c, D'(&,)- k” şi 


2 n 
р? D'(&.)- = 
к sa п? 23 6) n “= 


=-— -.0<а<5, deci 
2 


К= 


un - "I = lira eoe) -0. 


n> 


Din inegalitátile 
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IA 


rezultă 


[n- a | 0. 
a 1 


5.8.2. Convergenfa aproape sigură 


Fie (2, NT un sir de variabile aleatoare. 


Vom spune cá o anumită proprietate are loc aproape sigur pe Q dacă 
probabilitatea nerealizării evenimentului corespunzător proprietății considerate este nulă. 


Definiţie. Șirul de variabile aleatoare (£) « converge aproape sigur către 


neN 


variabila aleatoare & dacá tol, (e) nu tinde cátre &(«)] este un eveniment din У 


de probabilitate zero. 
Propozitia 5.4. Condiţia necesară şi suficientă ca şirul (é, Ja de variabile 


aleatoare să conveargá aproape sigur către variabila aleatoare & este са 


tm Úb &,.,(0)- &(o) > s) =0 (5.59.) 


pentru orice € > 0. 
Demonstraţie. Dacă G ) 


,,* COnverge aproape sigur către ©, notând cu 


A= lok, (о) converge către &(c)] conform definiției convergentei unui şir de 
numere reale avem 
A-QUf eje... ()-&o] «s 
є>0п=1р=0 
(5, pm ja uy tlo) dacă 51 numai dacă P(A) zx. 
Din relatia 
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rezultă, în virtutea proprietății (P12), 


EI 


Trecánd la evenimente complementare si tinánd seama cá P(4)=1 se obține 


relația din enunț. 


îs "e" 1 * 
Reciproc. Scriind relația din enunţ pentru € = P ke N avem 


rezultă, 


P(A)= im im Ale 
p=0 


TOENI 


Prin ipoteză şirul din membrul doi este in mod constant 1 în raport cu k, deci 
Р(А)=1. 


Exemplu. [4] Fie (&, ), » un sir de variabile aleatoare având repartitiile 


eN 
2 2 
—n* 0 n Е 3 
Gall 1 1 |, 720, neN. Sá se arate cá (22) „* Converge 
1 ne 
2n? n 2p 


aproape sigur cátre zero. 


Răspuns. Fie А, = tele (o) < 8), В, 5 = (ds vh = UA „Avem 


OE | 


Din definiția şirului (£, ) e urmează că pentru n >1,6<1, 


Abe dojo) a ek 


deci 


51 
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lim P(B, ,)= „А0 o 
j=n 


Е (о) < 5) =; 


5.8.3. Convergenta în repartiție 


Definiţie. Șirul de variabile aleatoare (£) « converge în repartiție (їп sens 


neN 
Bernoulli) către variabila aleatoare © (notăm &, —— 98) dacă în orice punct de 


continuitate xy al јипсііеі de repartiție F а lui & avem 
lim Р, (х,)= F(x), (5.60) 
unde Е, este funcţia de repartiție a variabilei aleatoare £&, , n e N 

Propoziția 5.5. Dacă şirul de variabile aleatoare (2, ) е converge ín 
probabilitate către & , atunci el converge în repartiție către € . 

Demonstraţie. Fie F, funcţia de repartiție a variabilei aleatoare 6,, n e N VUE 
funcţia de repartiție a variabilei aleatoare $ . Dacă x, este un punct de continuitate al lui 
Е „pentru orice = > 0, există 5 > 0 aşa încât F(x, + 5)- F(x, —5)< e. Din 

F(x,-8) = Pllok(o)< x, -8))= 
= Ріо (о) < x, —5)Nlo 
+ P(lolz(o) <ху— sn је, 0)> x, |) - 
= F (х,)+ Plloklo) < x = sn је, 0)> x, E 
< Fx) e Р, (о) o) > 8j) 
Ținând seama de faptul cá şirul converge în probabilitate către ©, rezultă 


F(x, ы 5) < lim F, (x). Analog obținem F(x + б) > lim F, (x,). Din aceste 


inegalităţi rezultă lim F, (x) = Е (x; ) ; 
noo 
Reciproca nu este adevărată. 


Propozitia 5.6. Dacă şirul de variabile aleatoare G ) « converge în repartiție 


neN 
către variabila aleatoare € si dacă 


Plloklo) = al) —], a = constant, (5.61.) 
atunci 5, — о. 


Demonstraţie. Notând prin F funcția de repartiție corespunzătoare variabilei 
aleatoare &£ avem 
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0 pentrux<o 
1 pentrux>a 


deci & este singurul punct de discontinuitate al lui F . Avem 
P(lefe,(o)-e]>e)) =1- Pllele,(o)-al<a)= 
-1- Р((ојо -e<£,(o)<a+e)= 
= 1 [Р({Ё (о) < O + e})- 
- Plok, (o) < a -e))]= 


=1-F (a+e)+F (a-s+0)< 


<1-Rla+e)+ а) 


-R(ses)- E[a-3)- 9 


de unde 


lim P(lofE,(0)- о]> є})= 0. 
De aici rezultă cá dacă (£, ) ——E şi dacă (é, -E)n — 0, atunci 


(S, ni = Š ` 
Exemple. 
1. Fie (2, e un şir de variabile aleatoare pentru care lim P(&, < х) =Ё (х), си 


F functie de repartiție continuă si fie şirul de variabile aleatoare (m) 


* 
neN 


convergent in probabilitate cátre 1. Sá se arate cá lim | ET < J = Е (х). 
п de e) 


Răspuns. Мойт А,, = fo т\„(ю)— 1 > e}, pentru опе €>0 si 


n,& 


P(B,)- Р(А, „)Р,„(В,)+ PU. Pg (B,). 
(о) » 1+ £, sau т, (0) « 1— =; avem 


n 


Pe mulțimea 4, ., N 
Рё, «xd - e) P, (В,)< PE, e(t ea). 
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De asemenea, lim P(A, .) =1, lim Р(д© » — 0, deoarece 
lim Р, (B,)« lim Р(В,) < lim Р(В,)< lim Р, (B, ). 


Rezultă, 
Е(х(1 — є))< lim P(8,)< lim P(B,) x Е(х(1 +є)). 


= fiind arbitrar, rezultă că şirul P (B,) este convergent si 


lim il oe J - F(x). 


п 00 T, 
2. Sásearate cá, convergenta in repartitie nu implicá convergenta in probabilitate. 
0 1 
Răspuns. Fie variabila aleatoare & cu distribuţia & : 1 1 şi fie variabila aleatoare 
2 2 


n=1-5.  Variabilele & şi m au aceeaşi funcţie de repartiție, 


Е (х) = B + e(x Е 1)}, xeR si In = а = 1, indiferent de valoarea variabilei 


aleatoare &. 
+ unde б, =n . Rezultă cá (&) " 


Definim şirul de variabile aleatoare (2, ) = 


neN 
converge în repartiție către 5 (5, şi & au aceeaşi repartiție). 


£,(0)- Elo) = Mlo) Е elo) =] pentru orice wet), rezultă cá 


Deoarece 


(& п Jer nu converge în probabilitate. 
5.8.4. Сопуегеепја în medie 


Definiţie. Șirul de variabile aleatoare (&, ), « converge în medie de ordinul r 


eN 


către variabila aleatoare б, dacă există momentele absolute М E, ) (n e N), 
мів) si dacá 
lim м, Sia j- 0. (5.62.) 


Propoziția 5.8. Dacă şirul de variabile aleatoare (é, ), « converge ín medie de 


eN 
ordinul r către variabila aleatoare & , atunci el converge ín probabilitate către ©. 
Demonstraţie. Vom face demonstraţia procedánd prin reducere la absurd. 


P 
Presupunem cá 6, —> 6 si 6, 6. Atunci există => 0, > 0 şi un şir de 
б» (о) e(o) > cJ б pentru orice i e №. 


numere naturale n, — oo aşa încât Рю 
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Dacă notăm A = bo S (0)- elo) > c. О= AUAM, atunci 


M 


E, = :j > e'6,. Inegalitatea contrazice faptul că $, — § . 


Proprietatea inversá nu are totdeauna loc. De exemplu, fie sirul de variabile 


-n 0 n 
aleatoare (£, ) unde б, | 1 1 1 1 | Oricare ar fi є>0 si > 0 
2n* nt Om 


există N (e,n) aşa încât P(lo 


& (o) > e)= = < n, îndată ce n > М(є,т|) deci 


sirul G ) e converge în probabilitate către zero. Fie 
1 1 1 
мі -of)-u iege ben к кк 
o, | (a n ) п 2. 2 п 2 2п 2 
deci (é, )ae nu converge în medie de ordinul doi către zero. 
Exemplu. [5] Fie (2, ) а 


două cu aceeaşi funcţie de repartiție F . Dacă sunt îndeplinite condiţiile 


un şir de variabile aleatoare independente două câte 


1. lim [saF(x)- 0, 


2. limxF(x)» limx(1- F(x)) - 0, 


n> 


atunci sirul de variabile aleatoare (7, ) 


*, 
neN 


1 n 

unde n, = У 5 , » converge їп medie de 
ny 

ordinul al doilea. 


Răspuns. Notám $, = 


pl 


E, pentru |&,| € n c. Tg 
1, = ,í,.Àvem 
f altfel ч Emi 


huo)ni(0) <$ Pile. to» т) = 
-n[F(- п) (1 F(n)) 
dar ţinând seama de condiţia 2. Rezultă lim Plon, (ө) n,(0))= 0, deci 


т„———>0 dacă n, ——0. 
Ținând seama de inegalitatea 
P(lo т\„(®) > JE P(lo MOS 3n Plo 


rezultă că lim P(lo m,(6) > e) = 0 dacă lim Р\ъ[п,(®) 


n,(o) = тү, (®)), 


> cjJ- 0. 


Din 1. rezultá 
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şi „ E 
р) <+] x!dF(x «ly jar k? [ar(x)- 


^n k=1 © 22 ei 


= pen F(k-1)-( - F())« FCk«1)- FC&)] 


5.8.5. Legea numerelor mari 


În teoria probabilităților legătura între frecvență ca variabilă aleatoare si 
probabilitate este dată de: 


Legea numerelor mari. Fie (2, ), un şir de variabile aleatoare independente 


Р 
eN 
care au aceeaşi funcţie de repartiție, deci au aceeaşi medie m şi aceeaşi dispersie O”. 


IIO 


m| > converge 


Pentru orice € > 0 probabilitatea evenimentului L 
în probabilitate către 0. când n — oo „adică 


lim {| — —т|> d =0. (5.63.) 


Demonstraţie. Avem 
T 
miSa) ME) -15m =m 
i-l 


Aplicánd inegalitatea lui Cebisev, finem 


deci 
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Dacă aplicăm legea numerelor mari unui şir (2, e de variabile aleatoare 


"E 1 APE EO 
bemoulliene independente, atunci suma 2933 reprezintă frecvenţa relativă — de 
n n 
realizare a unui anumit eveniment A, unde o. este numărul de realizări ale 
evenimentului A în n experimente independente succesive. Din (5.63.) deducem 


lim A > = 0. 
n—»o0 

Acest rezultat clasic este cunoscut sub numele de: 

Teorema lui Bernoulli. Frecvența relativă converge în probabilitate către 
probabilitate (în această formulare cuvântul probabilitate intervine în două sensuri 
diferite). 

O generalizare a teoremei lui Bernoulli este: 

Teorema lui Poisson. Dacă notăm prin о. numărul de apariții ale unui eveniment 


O 
лр 
п 


А їп n experimente independente, си p, probabilitatea de realizare a evenimentului 


p, tetp 


A în experimentul de rang К, k € N', atunci există lim -=p si 


no п 


a Р ЕТ А 
8 converge in probabilitate cátre p . 
n neN* 


Demonstraţie. Ataşăm experimentului de rang k , variabila aleatoare ©, саге ia 


valoarea 1 sau 0 respectiv cu probabilitățile p, şi q, —1— р,, după cum în acest 


| ч . q ло Е 
experiment s-a produs sau пи A. Avem Q = у &, iar — reprezintă valoarea luată 
k-l n 


1 n 
experimental de variabila aleatoare n, = — ; Сат 
П к= 


Аует 
1 2 12 12 
ма) 1м) 2м), 


D'(n,)7 Mlh, - м(п,))= 


Inegalitatea lui Cebisev se scrie 
a l« 
det 


п пр 
1 
unde p, 20, q, 20, p, +9, =1, йесі Pd, < 2 51 ра, < F- Rezultă 


1 п 
<e)z1- sco Pile 
NE ka 
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п 

(5520 <e)z1- l z: 

n п 4ng 
Aceste aspecte ale legii numerelor mari au pus їп evidentá existenta unor siruri de 

variabile aleatoare care tind in probabilitate cátre o constantá. Aceastá lege este valabilá 

pentru un ansamblu de fenomene si nu pentru fiecare fenomen in parte. Ea nu constituie 

o proprietate a oricăror şiruri de variabile aleatoare (vezi exemplul dat de Markov [20] 


p.57 în care legea numerelor mari nu mai acționează). 
Exemplu. Fie (2, ) 


е Un şir de variabile aleatoare independente care iau valorile 


- Mn , 0, Уп cu probabilitățile P(E, =0)=1, P(e, = Jk)» Ple, = -vk - 


2 
P(E, = 0) =] E К = 2,3,.... Sá se arate cá (é, ) e se supune legii numerelor 


mari. 


Răspuns. Avem M(&,)=0, k-12,., р?(,)=2, k-23,.. Мойт 
E | is 

n, ==) 5, si avem M(n,)- -$M(&,)- 0. 

(n -1) 


2 
n 


lim Ploj, - M(n,) 


. Rrezultá 


ә 
N 
— 
23 
E] 
М 
| 
о 
mM: 
Jg 
N 
м 
Таз] 
A 
Мм 
| 
N 


<e))=1. 


5.8.6. Problema asimptotică centrală 
Funcţia de repartiție normală joacă un rol important din punct de vedere teoretic şi 
practic, deoarece majoritatea fenomenelor supuse unor influențe întâmplătoare conduc la 
repartiții normale. Problema studierii condițiilor în care un sir de variabile aleatoare 
converge în repartiție către o variabilă aleatoare normal repartizată este problema 
asimptotică centrală. Rezultate deosebite au obținut Ј №. Liendeberg si W. Feller. 


Criteriul clasic de convergență 


Fie (0,5,P) un o câmp de probabilitate (2)... un sir de variabile aleatoare 


independente care au momente de ordinul al doilea finite. Notăm 
n 
ДИ, 2 2 
my =М(&);о -D (Er): on) = Уо; ;k,neN* 
k=1 


Considerăm variabilele aleatoare 
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_ Šk 


77 Sk "k 1«k&nneN'; 
O(n) 
51 
n 1 n 5 
Een) = Ун =— M (é -m),n eN . 
К=1 (л) k=1 
Evident 


n 
M (&y)2 9 M (Em) =% Y D) = 150206) = n eN". 
k=1 
De asemenea vom nota cu F; , Fr: F n) funcțiile de repartiție ale variabilelor aleatoare 


E Enka Sin) „iar prin Øk, Onko д) functiile caracteristice corespunzátoare. 


Definiţie Spunem că şirul de variabile aleatoare (<, ), ,.. verifică condiția (5.64.), 
dacă pentru orice т > 0 şirul 


lim a, (7)= 
n—> 0 


: > 1 (х-т РУ -my dF, (х)=0 (5.64.) 


(л) ki к-та, kal 


Propozitial Pentru orice x є R are loc inegalitatea 
„ti p" 
е Уа еМ (5.65.) 


Demonstratie 
Vom proceda prin inducție asupra lui n. 
Pentru n=0 avem 


X 
e -i = feau = E : 
0 
Presupunând relaţia (2) adevărată pentru n, pentru n + l avem 


| n+l (ix) ИШ п (ix) X "b QU 
ix _ 1x t e 
e > cal S c eS (net | (n2) 
k-0 0 k-0 0 
Teorema lui Lindeberg — Feller 
Fie (2, Jen un sir de variabile aleatoare independente. Condiția necesară si 


suficientă pentru ca 


2 
lim Кһ)(х) = Ф(х),хє К şi lim max -% 


п—›= п—›®1<К<п g 
п 


=0 (5.66.) 


este ca sirul sá verifice conditia (5.64.). 
Demonstratie 
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Conditia este suficientá ( partea din teoremá demonstratá de J. W. Lindeberg). Ideea 
demonstraţiei constă în a arăta cá funcţia caracteristică оү) converge uniform în orice 


E 
interval márginit cátre functia caracteristicá e А corespunzátoare functiei de repartitie 
normală N(0,1) când n — œ , deci К») va converge către Ф pentru n >œ. 
Conditia necesará este partea din teorema demonstratá de W. Feller. 
Pentru demonstraţie vezi M. losifescu, Gh. Mihoc, К. Teodorescu -Teoria 
probabilităților si statistică matematică, Ed. Tehnică, 1966. 
Corolar 1 Dacă variabilele (£, Jen’ sunt independente două câte două şi au aceeaşi 
funcţie de repartiție Е şi admit dispersii finite, atunci 
lim Ha) (x) = Ф(х),х eR 
n—»o0 


Corolar 2 Dacă variabilele (£, ), ay sunt independente , egal mărginite P- a.s. si 


lim O(n) = oo , atunci 
n>% 


lim Fs) (x) = Ф(х),х eR 
n— oo 
Teorema (A. M. Leapunov) Dacă variabilele (Z,), ү. sunt independente şi dacă 


există şi sunt finite momentele 


i д 
ui =м(& -m (ten Jeu lim а cp. 
еа) 


п 
unde Ho) = У шў , atunci 
К=1 
lim Fi) (x) = Ф(х), х eR 
n— oo 


Teorema (Moivre — Laplace) Dacă (£,) este un sir de variabile aleatoare 


пећ 
independente саге pot lua valorile 0 şi 1 cu probabilitățile q , respectiv p =1- д, atunci 
funcţia de repartiție F пуа variabilei aleatoare normate 
—n n 
7] = S ande E mă А 
Wd kel 
converge pentru и — oo către Ф. 
Observatie Variabilele Š п) este o variabilă binomială. 


Exemplu. Populația unui oraş posedă o proprietate Æ (are un automobil) în 
proporție de p —0,4. Să se determine mărimea eşantionului studiat aşa încât 


probabilitatea ca frecvența indivizilor cu proprietatea А, f, , să se găsească în intervalul 
(p — 0,01, p + 0,0 1) să fie cel puţin de 99%. 


Solutie. Considerând un eşantion de mărime n din populaţia X în care indivizii cu 
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proprietatea A sunt în proporţie p , frecvența /, = — a indivizilor cu proprietatea А are 
n 


valoarea medie p si dispersia o^ — P4 , q=1-— р. Aplicând inegalitatea Cebisev în 
n 


ru. ne i 
n t 


sau PÍS, — pl < 0,01)> 0,99, alegem £ 210 ca să avem 1-4 = 0,99. Pentru 


і= 10 trebuie să avem 1124 < 0,01 sau 1032206 < 0,01, de unde rezultă 
n n 


n > 240.000 deci un esantion mare. 
Dar vom vedea cá un eşantion aşa mare este un lux inutil şi anume, mărimea 


cazul nostru 


eşantionului fiind foarte mare putem considera că distribuţia frecvenţei f, este normală 


de parametrii m = p = 0,04 si o =, zi „deci 
n 


do e e E |>, 
n n 


iar din tabele pentru P(t) găsim ź = 0,58. Pentru 7 astfel determinat trebuie să avem 


л < 0,01 sau 0,58, 2406 < 0,01 de unde n > 807,36 sau n = 810, deci 
n n 


este inutil un eşantion mai mare pentru a obține precizia cerută. 
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EXERCITII SI PROBLEME PROPUSE 


5.l.Fie & si m două variabile aleatoare cu aceeaşi densitate de probabilitate 


1 
= 2 
fx) = f(x) —42 В 0, ү Sá se determine functia de repartitie a 


0 pentru x g (0,2) 


variabilei aleatoare б = & + 1. 


0 pentru x «0 
x pentru 0€ x«2 
Răspuns. F, (x) = s 
qoe pentru 2X x «4 
1 pentru x24 
5.2. Sá se determine densitatea de probabilitate a variabilei aleatoare б = $ + Y] dacă © 
x pentru 0 < x <1 
este repartizatá uniform in (0,1), iar f(x) —42-x pentrul<x<2 
0 pentru x < 0 sau x > 2 
x pentru O€ x x1 
2 


3 
_ 2 А entru 1<х<2 
Răspuns. Xe i 2 Р 


1 
z —6x+9) pentru 2<х<3 


0 pentru x< 0 sau x>3 
5.3. Fie & si m două variabile aleatoare, unde & are o repartiție exponențială negativă, 
iar m are repartiție uniformă în (0,27). Să se arate că б, =E cos si 


-Ax? 


б, = JE sinn sunt independente si au aceeaşi densitate de probabilitate „|—e 
л 


Răspuns. 
P(G, <и,бС„< v) = a [fhe “ахау = охи). 
A x cos y«u 
Ax sin у<у 
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54.Se dă  funtia /:(-11)х(-11) ә definită ^ prin relația 
А, y)» alı + ху(х? -y J. Sá se determine valorile lui a pentru care f este о 
densitate de probabilitate. 


1 
Răspuns. а = —. 
á 4 


5.5. Se consideră densitatea de probabilitate a variabilei aleatoare bidimensionale (&, n), 


_ ) 2хуе 
х,у)= А 
fi ») 0 pentru x < 0 sau y< 0 


Să se calculeze M(E), M(n), D^(E), D?(n). 


кара M) - Mn) = DE- рт) 101-2) 


422+?) 
^! репти х2 0, у> 0 


5.6. O urnă contine а bile albe si b bile negre. Se fac n extractii astfel: se extrage din 
urnă o bilă şi se introduc apoi ín urnă c bile de culoarea bilei extrase. Fie &, 
variabila aleatoare саге ia valoarea O sau 1 după cum în extracția de rang k s-a 
obţinut o bilă albă sau neagră şi n, = $, +... + 6, . Se cere: 


a. Să se calculeze P(E, = 06, = 0); P(&, =1). 
b. Pentru т < п să se determine legea de probabilitate a cuplului (5, ,&,) şi să 
se calculeze coeficientul de corelație 7... .. - 


c. Să se calculeze M(n,) si р? (т). 


d. Să se studieze convergenta in probabilitate a sirului E | ; 
neN* 


n 
Răspuns. 
+ 

a РБ = 0, =0)= Р, =. 20) ——— 

b+ c(n-1)q 
PE, 21)2 ——7—— = = ; 
(E; ) a*b4(n-1k q , unde q ab 

c 
b. Ten = TEES = а+Ь+с ` 


vab(a +Ь + су) 
а+Ь)'(а+Ь+с) 


co M(n,)=va, D'(n,)=7 
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este echivalentá cu 


d 0< < 1, deci convergenta in probabilitate a lui Na 
n n 


2 
convergenta in medie pătratică. Fie m « n. M E Te | — z0 deci 
n m i 


Na nu e Cauchy în medie pătratică, deci nu e convergent în probabilitate. 
n 


5.7. [5] Fie G )ae un sir de variabile aleatoare independente cu М (&„)= 0, 
D'(E.)-2 пу, neN', 0<А<1. Să se arate cá şirul dat se supune legii 


numerelor mari. 
5.8.[7] Fie (£) P oun sir de variabile aleatoare independente cu densități de 


x-0” P 


У" ‚0<0 <1. Să se arate cá şirul se supune 


1 ES 
probabilitate f^ (x) = d 
nAIn 


legii numerelor mari. 
=n 0 n 
5.9. Fie (2 9 ) un şir de variabile aleatoare unde 5, :| 1 1 1 | [.Sáse 
2n? n? 2n? 


arate că şirul converge în probabilitatea către zero. 
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6. FUNCTII CARACTERISTICE 


Având în vedere cá instrumentul analitic de studiu furnizat de funcția de repartiție 
este destul de dificil, s-a impus introducerea unei noi mărimi care să caracterizeze 
variabila aleatoare. 


6.1. Funcţii caracteristice unidimensionale 


Fie Ío,z, P) un O — câmp de probabilitate, & o variabilă aleatoare a cărei 
funcţie de repartiție este F . 

Definiţie. Se numeşte funcţie caracteristică a variabilei aleatoare & aplicaţia 
P; : R — C definită de relaţia 


+оо 


e.) = м(е®)= fe"ar(x). (61) 


Dacă & este de tip discret şi ia valorile (x, ). po ICN" cu probabilitățile 
(p, ),.., » atunci (6.1) devine 


itx 
Pelt) = Уде 2 (6.2.) 
kel 
Dacă & este de tip continuu cu densitatea de repartiție f , atunci (6.1) devine 
.(0) = [e^ fa. (6.1".) 


(Dacă nu există pericol de confuzie vom nota olt) ) 


itx 


Deoarece |е 


=], funcţia caracteristică există pentru orice variabilă aleatoare si 


este determinată in mod unic de funcția de repartiție. 
Exemple. 


Dacă & este o variabilă aleatoare Poisson avem 


0, 1 Z5 n 
5 ; e^ A 2а М ох 
1! п! 
Variabila este de tip discret, deci 
00 N 00 pu А ( it ) 
m itx, NM. Ада ИК Ale" -1 
olt) = de р =е 2 Р е е А (6.3.) 
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1. 


2: 


(Ф1) 


(Ф2) 


(93) 


(04) 


Dacă ё este o variabilă cu repartiție uniformă, avem 


0 pentru x < a sau x > b 
/ (х) =4 1 . Functia caracteristicá va fi 
pentru а<х<Ь 
b-a 
+0 1 b 
t = itx E itx = 
olt) je f(x)dx E fe dx 
NN ° . (6.4.) 
1 е" d 
b-a it 
= СТ X h -h? (x-a? 
Dacă & este o variabilă aleatoare normală cu f us ‚ хєК, 
л 
h +o T j 
functia caracteristicá va fi olt) = Jm fee Ca) dy. Ținând seama că 
T —oo 
T m 
т = |е * dx, obținem 
ita— а 12 6 5 
Ф()= e "wx (6.5.) 


Vom da in continuare cáteva proprietáti ale functiei caracteristice: 


0(0)=1 


Avem evident o(0) = ] dF (x) =1. 


—00 


e(z) <1. 


dF(x)= far) =] 


Pentruoricete R, 


Scriem lolt) < {= 


ф(—) = olt}, pentru orice temR. 


p(-)= ] e "dF(x)- f edF (x) = ] e"dF(x)- e(t). 
Q este "M continuă pe R М Ы 
Avem le" —е?*|< | . [2 eub 
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lor, ) = elt, ) = ferar (x) — fear (x) < 


[e dF(x)^ [е 
х|<4 ||>4 


-hl [bdarix)-2 [ar(x) 


|х|<А |х|>4 


itx itx itx itx 
1 —е? 1 —е? 


IA 


а(х) < 


IA 


йух йух itx itx 
e! —-e?|sxe! | = 2, 


+ 


tinánd seama cá e e 


€ 
Dat => 0 arbitrar, vom lua pe A aşa încât [ar (x)« — de indatá ce 
|х|>4 


lr = А < = „avem lolt, ) = olr, ) < 2в. Ca o consecinţă rezultă de aici cá pe un interval 
suficient de mic din jurul originii, ф nu se poate anula. 
(95) Dacăn=a6+b,a,be К,айшпсї Фф, (t) = e^o. (at). 
Avem Ф. (r) = M (ge ) =е°?М (gs) = e^o. (at). 
(рб) Funcția caracteristică a unei sume finite de variabile aleatoare independente este 


egală cu produsul funcțiilor caracteristice corespunzătoare termenilor. 
Pentru n = 2 avem 


vs мк) мечен) tere) 
тре (2, (7) 
Pentru n > 2 procedám prin inducţie asupra lui м. 
(07) Fie F,F,,F funcții de repartiție şi €«,,Q,,Q funcțiile caracteristice 


corespunzătoare. Dacă F = F * F,, atunci ф = PP, şi reciproc. 
Fe F-HE*F,sa- x? AEN x = b şirul de diviziuni ale intervalului 


[a,b] aşa încât imh% = x")- 0. Pentru orice £ avem 


b Kn mu 
[e^ar(x) = lim Xe d [Fx )- FG) ЕЕ 
ј=1 


а 


+o kn it 47) А | 
-lim f Je E "Ir (x?) - y)- Gt? - уа, (у) 
Žo j=l 


de unde deducem 


a -0o | а-у 


jerar) | feari earo). 
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Trecând la limită pentru а — —oo , b — +00 avem 


[е=ак(х)= ens o) jena E | 


adică ф = Фф, ·Ф,. 

Reciproc, dacă ф = Фф, · Фф, din cele de mai sus rezultă cá Ф, · Фф, este funcția 
caracteristică a lui Р * Б, de unde F = F * F, (funcţia de repartiție este unic 
determinată). 

De aici rezultă, ca o consecință imediată, că un produs de funcții caracteristice este 


o funcție caracteristică, 


Ф| este o functie caracteristicá. 
Teorema 6.1. Fie & o variabilá aleatoare pentru care existá p, (&), atunci funcția 


caracteristică «p. este de n ori derivabilă şi Ф©(о) = іо, (5), 1« k €n. 


Demonstraţie. Dacă derivám formal de k ori (k € n) funcţia caracteristică, 
obtinem 
ot (3) = [x'e^ar(x). (6.6.) 


—00 


Dar 
[x^e^ar(x) < Il dF(x)- В, (5), 


deci integrala din membrul doi există pentru 1 € k € n si deci relaţia (6.6) are sens. 
Făcând aici £ = 0 se obţine 


+оо 


Ф000) = |а (х) = о, (5). 


—00 


Exemple. 
1. Să se determine funcţia caracteristică a variabilei aleatoare & care urmează legea de 
repartiție binominală şi să se calculeze primele două momente. 


1 0 
Răspuns. Distribuția lui & într-o singură probă este ef | deci 
Р q 
Ф; (t) = pe" +q. Dacă facem n extractii independente, avem n variabile aleatoare 
independente (E iis D de tipul © 51 n= JE is deci 
iz 


Ф„(@)= Ф. (t)... (0) = (pe' + а} şi Ф, (2) = npie" (pe' + a)” ‚ de unde 
Q,(0)- npi si M(n)- np. 
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= и?р? +прд. 


" 0 
Analog a, (c) - 9) 
i 
2. Fie variabilele aleatoare independente $, si 5, ale căror densități de repartiție sunt 
0 pentru xg Е 1,1] 
fa (x)= 


5 pentru x e[-1J]' 


0 pentru x e|- 22] 


fg (x)= 2 pentru x e[- 2,0]. 
— pentru х є [0,2] 


Să se determine funcţia caracteristică a variabilei aleatoare m = $ + 5,. 


Răspuns. Conform proprietăţii (96) avem e, (t) = P; (tyo.. (t) , unde 


Тов E itx e"—e" sint 
o, (9» [e A eis ze di == 
51 
Ф = fen Заа jen Je^dx + — fe- x)e^dx = _ 17 cos2t 
al ИК 
deci o, (t) яй cos2/). 


2t 
3. Sá se determine funcţia caracteristică şi momentele unei variabile aleatoare Ф 


normală Ní(m, o°). 


Răspuns. Avem f(x)= ; e deci 
су2л 
ааа 
o(t)- l УЕ 2° dy 
OV2T *,, 


, E x-m , : 
Cu schimbarea de variabilá и = — ito obtinem 


[o] 


КАЛКЫ. 262 
imt———— e cre imt— 
2 [е 2 2 
—00 


90)= pa 


du =e 7 
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+оо u2 


deoarece f e 2 du = An: : 


[] . 2 imt 2 . . . 
Avem qQ'(0)- (т -0 te = im deci M(E)- m. Analog obţinem 
t-0 
M,(56)= m? +0°, Mj(E) = m? - 2mo? , D'(E) - o? etc. 
Definiţie. O funcție de repartiție F este normalizată dacă valorile lui F ín 
F(x —0)+ F(x+0) 
2 к 
Ат vázut са datá find functia de repartitie а unei variabile aleatoare putem 
construi functia sa caracteristicá. Rezultatul reciproc este dat de: 
Formula de inversiune. Fie variabila aleatoare & a cărei funcţie de repartiție 


punctele sale de discontinuitate sunt egale cu 


este F şi funcţia caracteristică «p. Dacă x, şi х, (x, < x, ) sunt puncte de continuitate 
a lui F „atunci 
| 1 с p ВР гг 
F(x,)- F(x.)- іа f T o(r)at . (6.7.) 
i 


с 00 2m 


—C 


Relaţia (6.7.) are loc pentru orice x,, х, (x, < X, ), dacă F este normalizată. 
Pentru demonstraţie vezi [9]. 
Din formula de inversiune se deduce cu uşurinţă: 


Teorema de unicitate. Funcția de repartiție este determinată în mod unic de 
funcția sa caracteristică. 


În ipoteza că Ё are densitate de repartiție din formula de inversiune rezultă 
următoarele consecințe: 
1. Dacă funcția de repartiție F este derivabilă în punctul x derivata sa, f , în x este 
dată de relaţia 


. . 1 f 1 =e. m —itx 
f(x)» limlim— [е ^o(t)dt , (6.8.) 
ho соо 2c m ith 
dacă şi numai dacă membrul drept există. 
2. Dacă funcția caracteristică Ф este absolut integrabilă pe R , atunci funcția de 


repartiție corespunzătoare F este absolut continuă, derivata ei, f , este continuă şi 


1 


/(х)= ps ] e ^o(t)at . (6.9.) 


Exemple. 
1. [4] Sá se determine funcția de repartiție corespunzătoare funcţiei caracteristice 


12 


«e. 
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Ráspuns. Formula de inversiune se scrie 


; ; 2 
] l-e" 1 l-e" -— 
MA M t)dt = — e ?dt= 
ғ(х)-ғ(0) “22 00) 2л di 
2 2 
NR EE our een 2: С 
Mm t eme it 
s 12 
1 епі E 
T f 


Derivând în raport cu x şi integrând prin părti obținem 
р = E " E 
F(x)- — [tsintx:e 241 şi analog F'(x)- == [tsintx:e ?^dt de unde 
TX —00 T —00 
rezultă ecuaţia diferenţială F” (х) -—xF (x) | 


x 


Integránd avem F (x) = Ce ? „еше 


и? 


F(x)- C [e 2du+C.. 


2 


+оо х 


Tinánd seama cá ] e ? dx =N2n „din Ё (- oo) = 0 rezultă C, = 0, iar din 


— i 


1 
Е\+ оо) = 1 rezultă C = —— , deci 
E Je 


и? 


Е(х) = qe E 


2. Să se determine densitatea de repartiție a variabilei aleatoare a cărei funcție 
caracteristică este olt) =e", 
Răspuns. Avem conform consecintei 2. 


cd -|z| -itx NS | t -itx ri -t itx 25 
f(x) =! е к=. fee aile e "dt |= 


1 +оо | | l'z 
=== [et^ —e "™ ht == [e соѕіхаї 
2175 т % 


1 
Integránd prin părti obținem /(х)= „xeR. 
отапа prin părți obţinem f(x) "iex 
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6.2. Funcţii caracteristice n — dimensionale 


Fie = (EEn) o variabilă aleatoare 7 — dimensională a cărei funcție de 
repartiție este F (x nexis ). 
Definiţie. Se numeşte funcţie caracteristică а variabilei aleatoare 


n — dimensionale & aplicaţia ф : IR^ — С definită de relația 


+90 +оо Уч х 
plat, )> |] e ағ(к,ох,). (6.10) 


—% —00 


Pentru n = 1, (6.10.) se reduce la (6.1.). 

Funcția caracteristică a unei variabile aleatoare n — dimensionale are următoarele 
proprietăți 
1) «(0,...,0)=1. 
2) l|o(t...t, SI, (4... t) e R^. 


( 
( 
(3) Pts...) = Qtt). 
( 
( 


рд) Ф este uniform continuă pe IR" . 


5) Dad  &-(&..&,) me-(a& b...a e, td) c a,b, ER, 
Ix j <n, atunci 


J 
Фу) т. ads) 
Funcţia de repartiție este determinată їп mod unic de funcția caracteristică. 
Exemplu. [4] Să se determine funcţia caracteristică a variabilei aleatoare 
bidimensionale & = (6 jt )) a cărei densitate Че repartiție еме 


_х?-2аху+у? 
Dg d) 


Pe с слу 


Ráspuns. Avem 


+оо +оо 


ot...) - ] [ек (х,у) = 


—00 —00 


1 +оо +оо ев) -2аху+у? 


ола? m TED 


Cu schimbarea de variabile и = Eu 


———— , у= y seobtine 
41l-a? 
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242 
i tja+ty hr 2 |. aida 


1 +оо +оо 
(0,0) =! Je ?^ dudv= 
2 +2ant +? "отт Qa rne m 
e 2 12 3) NES 2 Pane Е Hr 12 3) 
Arm 


+оо о u^ ev? 


deoarece EI [е 2 dudv-]. 
2n 


—00 —00 


6.3. Convergenta sirurilor de funcţii caracteristice 


Teorema 6.2. Dacă şirul de funcţii de repartiție (F, ) а converge către o 
funcţie de repartiție F în toate punctele de continuitate ale lui F , atunci şirul de funcţii 


caracteristice (o, ) + corespunzătoare funcţiilor de repartiție din şirul dat, converge 


neN 
uniform în orice interval mărginit către funcția caracteristică Ф, corespunzătoare 
funcţiei de repartiție F . 

Pentru Demonstraţie vezi [13]. 


Teorema 6.3. Dacă şirul de funcții caracteristice (o, ) converge pentru orice 


t € R către o funcţie continuă pe R , atunci şirul de funcții de repartiție (Е, ) e 


corespunzătoare funcţiilor caracteristice din şirul ales, converge către o funcţie de 
repartiție Е ín toate punctele de continuitate ale lui Е, iar « este funcția 
caracteristică corespunzătoare lui f . 

Exemple. 


1. Să se arate că şirul de variabile aleatoare [s „ Cu aceeasi densitate de 


neN 
n-l 


probabilitate f (x) = e Y e * tinde către legea normală când n — оо. 
n —1J 


Ráspuns. Avem 


м(,)= G- ү "dx = T E 
Mi) c f e *dx - n(n 41) 


deci D'(E )2 n. 


Же лы 6, 
DE) T Ee Jn. Avem 


Fie variabila aleatoare т, = 
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a 1 s: 
i 1-п 
Integrând prin părți de n — 1 ori obținem €,, (t) =@ \ = +) А 
п 
. 2 
Avem In Ф, (t) А E И + Ө(п) | unde lim Ө(п) = (0), deci 


Nn 2 по 


2 
lim In o, (f zia de unde lim (t)= e ? . Deci şirul (é, ) „+ converge în 
по Nn 2 no ! În 


neN 
repartiție către legea normală. 
2. Să se arate cá în teorema 6.3 este esențial ca limita Фф să fie continuă în t = 0 («p este 
continuă pentru orice £ є R dacă este continuă în t = 0). 
0 pentru х<—п 


Răspuns. Fie F 


„(х)= 


pentru -и<х<и, iar densitatea de probabilitate 


2n 
1 pentru х>п 
1 
— pentru —n<x<n 1 7 
corespunzátoare va fi f(x) =4 2n . бш funcţiilor 


Ü pentru x X-nsaux2n 


M T. us sin nf 
caracteristice este dat de Фф, (1) = Эт 1 e"dx = 
п 


nt 


. ] pentru£-0 

limọ,(r)= o(r)- . 

n>% 0 pentrurz0 
Rezultă cá ф nu este continuă în punctul t = 0. 

А 1 ее ата 
Pentru orice х fixat lim F, (= adică limita şirului (F, ) м Du este o 
n> ne 

funcţie de repartiție. 
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EXERCITII SI PROBLEME PROPUSE 


6.1. Fie variabilele aleatoare independente &,...,5, repartizate normal. Sá se determine 


n 


k 
repartiția variabilei aleatoare n = aa " 
i-l 
Răspuns. ņ urmează o lege de repartiție normală. 


6.2. Să se determine funcțiile caracteristice ale variabilelor aleatoare ale căror densități de 
probabilitate sunt: 


х 2х 
ds l-e 5 pentru x>0 
a. f(x)» 2 . 


0 pentru x «0 
3sin3x pentru " гуа 


л л 
0 pentus вама 


29 


> 


2 
с. ox) „xe 
l ) nle" + e”) 
6.3. Ете F şi Ф respectiv funcţia de repartiție şi funcția caracteristică a unei variabile 


aleatoare a cărei moment de ordinul doi, LL, , există. Se cere: 


1 : NO 
a. Sásearatecá \у(ї)= ———qp"(7) este o funcţie caracteristică. 


2 
t2 


b. (1 f bk? este funcţie caracteristică. 
6.4. Sá se determine funcţia caracteristică şi momentele de ordinul k ale variabilei 
|. pentru x 2 0 


aleatoare & a cărei densitate de probabilitate este f (x) = - 
0  pentrux«0 


Răspuns. u, = k!. 


6.5. Funcția caracteristică a unei variabile aleatoare Ё este q(r)— el, a>0. Să se 
determine repartiţia lui & . 
a 
Răspuns. f (x) = А 
nla? x!) 


6.6. [4]. Fie G ) e un şir de variabile aleatoare. Să se arate că şirul (5) 
e 


пећ“ 
converge în probabilitate către o constantă Ё dacă si numai dacă lim Фф, (t) =e", 
noa 
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6.7. [6]. Fie G e un şir de variabile aleatoare independente, având aceeaşi funcție 


de repartiție şi aceeaşi valoare medie m. Să se arate că şirul (7, ) unde 


пећ“ ? 
1 n 
n, = -5 ©; converge în probabilitate către т. 
і=1 


Ráspuns. бе aratá cá sirul (o, (4) ," Converge cátre functia caracteristicá a variabilei 
ne 


constante m . 
6.8.Fie & si m două variabile aleatoare cu aceeaşi densitate de probabilitate 


1 
- t -1,1 

fx) = fx) =+42 Вее | Sá se determine functia caracteristicá а 
0 pentru х4 [11] 


variabilei aleatoare & + т. 


м 1 t . 21 
păun. 940) е) е (e T 


6.9. Sá se determine densitatea de probabilitate corespunzátoare functiel caracteristice 


e(t) = E zi 


Răspuns. F (x) -F (0) =е^ 
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| 2 
ANEXA 1 - Tabla de valori a funcţiei f ( ) = 2 
\2т 

X 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

00 0,3989 | 3989 | 3989 | 3988 3986 3984 | 3982 | 3980 | 3977 3973 
01 3970 | 3965 3961 3956 3951 3945 3939 | 3932 3925 3918 
02 3910 | 3902 | 3894 | 3885 3876 3867 3857 | 3847 3836 3825 
03 3814 | 3802 | 3790 | 3778 3765 3752 3739 | 3726 3712 3697 
04 3683 3668 3652 | 3637 3621 3605 3589 | 3572 3555 3538 
0,5 3521 3503 3485 3467 3448 3429 3410 | 3391 3372 3352 
0,6 3332 | 3312 | 3292 | 3271 3251 3230 | 3209 | 3187 3166 3144 
0,7 3123 3101 3079 | 3056 3034 | 3011 2989 | 2966 | 2943 2920 
0,8 2897 | 2874 | 2850 | 2827 | 2803 2780 | 2756 | 2732 | 2709 2685 
09 2661 2637 | 2613 2589 | 2565 2541 2516 | 2492 | 2468 2444 
10 0,2420 | 2396 | 2371 2347 | 2323 2299 2275 | 2251 2227 2203 
1,1 2179 | 2155 2131 2107 | 2083 2059 2036 | 2012 1989 1965 
1,2 1942 1919 1895 1872 1849 1826 1804 1781 1758 1736 
13 1714 1691 1669 1647 1626 1604 1582 1561 1539 1518 
14 1497 1476 1456 1435 1415 1394 1374 1354 1334 1315 
1,5 1295 1276 1257 1238 1219 1200 1182 1163 1145 1127 
16 1109 1092 1074 1057 1040 1023 1006 | 0989 0973 0957 
17 0940 | 0925 0909 | 0893 0878 0863 0848 0833 0818 0804 
18 0790 | 0775 0761 0748 0734 | 0721 0707 | 0694 | 0681 0669 
19 0656 | 0644 | 0632, 0620 0608 0596 0584 | 0573 0562 0551 
20 0,0540 | 05290 | 0519 | 0508 0498 0488 0478 0468 0459 0449 
2,1 0440 | 0431 0422 | 0413 0404 | 0396 0387 | 0379 0371 0363 
22 0355 0347 | 0339 | 0332 0325 0317 0310 | 0303 0297 0290 
2.3 0283 0277 | 0270 | 0264 0258 0252 0246 | 0241 0235 0229 
24 0224 | 0219 | 0213 0208 0203 0198 0194 | 0189 0184 | 0180 
25 0175 0171 0167 | 0163 0158 0154 | 0151 0147 0143 0139 
26 0136 | 0132 | 0129 | 0126 0122 0119 0116 | 0113 0110 | 0107 
2,7 0104 | 0101 0099 | 0096 0093 0091 0088 0086 0084 | 0081 
28 0079 | 0077 | 0075 0073 0071 0069 0067 | 0065 0063 0061 
29 0060 | 0058 0056 | 0055 0053 0051 0050 | 0048 0047 0046 
30 0,0044 | 0043 0042 | 0040 0039 0038 0037 | 0036 0035 0034 
3,1 0033 0032 | 0031 0030 0029 0028 0027 | 0026 0025 0025 
32 0024 | 0023 0022 | 002 0021 0020 | 0020 | 0019 0018 0018 
33 0017 | 0017 | 0016 | 0016 0015 0015 0014 | 0014 | 0013 0013 
34 0012 | 0012 | 0012 | 0011 0011 0010 | 0010 | 0010 | 0009 0009 
3,5 0009 | 0008 0008 0008 0008 0007 0007 | 0007 0007 0006 
36 0006 | 0006 | 0005 0005 0005 0005 0005 0005 0005 0004 
37 0004 | 0004| 0004 | 0004 0004 | 0004 | 0003 0003 0003 0003 
38 0003 0003 0003 0003 0003 0002 0002 | 0002 0002 0002 
39 0002 | 0002 | 0002; 0002 0002 0002 0002 | 0002 0001 0001 


х 
ANEXA 2 - Tabla de valori а functiei o (x) = =, e ? dz 
V275 
x j|o'()| x |9())| х k| x | ex) 

0,00 | 0,0000 | 0,32 | 01255] 0,64 | 0,2389 | 096 | 033315 
0,01 | 0,0040 | 0,33 | 0,293 | 0,65 | 0,2422] 0,97 0,3340 
0,02 | 0,0080| 034| 01331] 0,66 | 02454| 0,98 0,3365 
0,03 | 0,0120 | 0,35 | 0,368 | 0,67 | 0,2486 | 0,99 0,3389 
0,04 | 0,0160 | 0,36 | 0,1406 | 0,68 | 02517| 1,00 0,3413 
0,05 | 0,0199 | 037| 0,443 | 0,69] 02549| 1,01 0,3438 
0,06 | 0,0239 | 038| 0,480| 0,70] 02580| 1,02 0,3461 
0,07 | 0,0279 | 0,39 | 0,1517 | 071| 02610 | 1,03 0,3485 
0,08 | 0,0819 | 0,40| 0,554| 0,72] 0,2642] 1,04 0,3508 
0,09 | 0,03359 | 0,41 01591 | 0,73] 02673] 1,05 0,3531 
0,10 | 0,0398 | 0,42| 0,1628 | 0,74] 02703| 1,06 0,3554 
0,11 | 00438| 043| 01664 | 0,5| 0274| 107 0,3577 
042 | 0,0478 | 0,44| 0,1700 | 0,6 | 02764| 1,08 0,3599 
043 | 0,0517] 045| 01736] 0,7 0,2794] 1,09 0,3621 
0,14 | 0,0557] 0,6 | 0,1772 | 0,78 | 0,2823] 1,10 0,3643 
0,15 | 0,0596 | 0,47| 0,1808 | 0,799 | 02852| 1,11 ` 0536665 
0,16 | 0,0696 | 0,48 | 01844] 0,80| 02881| 1,12 0,3686 
0,17 | 0,0675 | 0,49 | 0,879 | 0,81] 02919| 1,13 0,3708 
048 | 0,0714 1 0,50| 0,915| 0,82] 02939| 1,14 0,3729 
0,19 | 0,0753 | 051| 0,950| 0,83 | 0,2967] 1,15 0,3749 
0,20 | 0,0793 | 0,52] 0,1985 | 0,84] 0,2995] 1,16 0,3770 
0,21 | 0,0832| 0,53 | 02019| 0,5  0303]| 1,17 0,3790 
0,22 | 0,0871 | 0,54 | 0,2054 | 0,86 | 0,3051 

0,23 | 0,0910 | 0,55 | 02088 | 0,87 | 0,3078 | 1,18 0,3810 
0,24 | 0,0048 | 0,56 | 02123 | 0,88 | 0,3106] 1,19 0,3830 
0,25 | 0,0087 | 0,57 | 02157| 0,89 | 0,3133] 120 0,3849 
026| 0,1026] 0,58 | 02190| 0,90 | 03159| 121 0,3869 
027 | 0,064| 0,59] 0224| 091| 0,3159 

0,28 | 0,103| 0,60| 02257| 0,2 | 0,32212 | 122 0,3883 
029 | 0,1141 061| 02291| 0,93] 0,3238 | 123 0,3907 
0,30 | 0,1179 0,62] 02324| 094 | 0,3264 | 124 0,3925 
0,31] 0,1217] 0,63 | 02357| 0,95 | 0,3289] 125 0,3944 
126| 0,3962] 1,59] 04441] 1,92| 04726| 2,50 0,4938 
1,27 | 0,3980| 1,60| 04452] 1,93 | 0,4732 | 2,52 0,4941 
128 | 0,3997| 161| 04463] 1,94| 0,4738 | 254 0,4945 
1,29 | 04015| 1,62] 04474 | 1,95 | 04744| 2,56 0,4948 
1,30 | 0,032| 1,63 | 04484] 1,96| 04750| 2,58 0,4951 
1,31 | 0,4049| 164| 04495] 1,97| 0,4756 | 2,60 0,4953 
1,32 | 0,4066| 1,65| 0,4505 | 1,98 | 0,4761| 2,62 0,4956 
1,33 | 0,4082 | 166] 04515] 1,99 | 04767| 2,64 0,4959 
1,34 | 0,4099] 1,67 | 0,4525] 2,00| 0,4772] 2566 0,4961 
1,35 | 0,4115 | 1,68 | 0,4535] 2,02| 0,4783 | 2,68 0,4963 
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x |Ф(ху| x |Ф(ху)| x |v()| x | Ф\(х) 
1,36 | 0,41131 1,69 | 04545| 2,04| 0,479] 2,0 0,4965 
137| 0,4147 | 1,70] 04554| 2,06| 04803| 2,72 0,4967 
138 | 04162| 1,71 | 04564| 2,08| 04812| 2,74 0,4969 
1,39 | 04177| 172| 0,4573 | 210| 0,4821 | 2,76 0,4971 
1,40 | 0,4192 | 1,73] 0,4582] 2,12 | 0,4830 | 2,78 0,4973 
1,41 | 0,4207 | 1,74] 0,4591 | 2,14 | 0,4838 | 2,80 0,4974 
1,42 | 0,4222 | 1,75 | 0,4599 1 2,16 | 0,4846 | 2,82 0,4976 
1,43 | 0,4236 | 1,76] 0,4608 | 2,18 | 0,4854 | 2,84 0,4977 
144 | 0,4251 1,77 | 04616 | 2,20 04861| 2,86 0,4979 
1,45 | 0,265| 1,78 | 04625| 2,22 | 0,4868 | 2,88 0,4980 
146 | 04279| 1,79] 04633| 224| 0,4875 | 2,90 0,4980 
147| 0,4292 | 180| 04641| 2,26 | 0,4881 | 2,92 0,4982 
148 | 0,306| 1,81 | 04649| 2,28 | 04887| 2,94 0,4984 
149 | 04319| 1,82] 04656| 2,30 | 04893| 2,96 0,4985 
1,50 | 0,332| 1,83] 04664| 2,32 | 04898| 2,98 0,4986 
1,51 | 0,4345 | 1,84] 0,4671 | 234] 0,904| 3,0]| 0,9865 
1,52 | 04357| 1,85 | 04678| 2,36 | 0,4909] 320| 049931 
1,53 | 0,4370 | 1,86] 04686| 2,38 | 04913| 340 | 0,9966 
1,54 | 0,382| 187| 04693| 240| 04918| 3,60| 0,49981 
1,55 | 0,394| 1,88 | 04699| 242] 04922| 3,80 | 0,499928 
1,56 | 0,4406 | 1,89| 04706| 244| 04927| 4,00 | 0,499968 
1,57 | 04418| 1,90 | 0,4713] 2,46] 04931| 4,0 | 0,499997 
1,58 | 0,4429 | 1,91 | 04719| 2,48 | 0,4934 | 5,00 | 0,499997 


ANEXA 3 - Tabla de valori t, = t(y, n) 


п\ү 0,95 099 | 0999 | 7 Ww 0,95 0,99 0,999 
5 2,78 4,60 8,61 20 | 2,093 | 20861 | 3,883 
6 2,57 4,03 6,86 25 | 2,064 | 2,797 | 3,745 
7 2,45 3,71 5,96 30 | 2,045 | 2,756 | 3,659 
8 2,37 3,50 5,41 35 | 2,032] 2,729 | 3,600 
9 2,31 3,36 5,04 40 | 2,003 | 2,708 | 4,558 

10 2,26 3,25 4,78 45 | 2,006 | 2,692 | 3,527 
11 2,23 3,17 4,59 50 | 2,009] 2,679 | 3,502 
12 2,20 3,11 4,44 60 | 2,001 | 2,662 | 3,464 
13 2,18 3,06 4,32 70 | 1,996 | 2,649 | 3,439 
14 2,16 3,01 422 80 | 1,991 | 2,640 | 3,418 
15 2,15 2,98 4,14 90 | 1,87 | 2,633 | 3,403 
16 2,13 2,95 4,07 100 | 1,984 | 2,27 | 3,392 
17 2,12 2,92 4,02 120 | 1,980] 2,617 | 3,374 
18 2.11 2,90 3,97 o | 1,960 | 2,576 | 3,291 
19 2,10 2,88 3,92 
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ANEXA 4 - Tabla de valori q, = q(y,n) 


п\ү |0,95 0,99 | 0,999 | n\y | 0,95 0,99 | 0,999 
5 1,37 2,67 5.64 20 0,37 0,58 0,88 
6 1,09 2,01 3,88 25 0,32 0,49 0,73 
7 0,92 1,62 2,98 30 0,28 0,43 0,63 
8 0,80 1,38 242 35 0,26 0,38 0,56 
9 0,71 1,20 2,06 40 0,24 0,65 0,50 

10 0,65 1,08 1,80 45 0,22 0,32 0,46 
11 5,59 0,98 1,60 50 0,21 0,30 0,43 
12 0,55 0,90 1,45 60| 0,188] 0,269 0,38 
13 0,52 0,38 1,33 70 | 0,174 | 0,245 0,34 
14 0,48 0,78 1,23 80 | 0,161 | 0,226 0,31 
15 0,46 0,73 1,15 90 | 0,151 | 0211 0,29 
16 0,44 0,70 1,07 100 | 0,143 | 0,198 0,27 
17 0,42 0,66 1,01 150 | 0,115 | 0,160 | 0,221 
18 0,40 0,63 0,96 200 | 0,099 | 0,136 | 0,185 
19 0,39 0,60 0,92 250 | 0,089 | 0,120 | 0,162 


ANEXA 5 - Punctele critice ale distribuţiei у^ 


Număr de 
grade de Nivel de semnificaţie O 
libertate К 

0,01 0,025 0,05 0,95 0,975 0,99 

1 6,6 5,0 3,8 | 0,0039 | 0,00098 | 0,00016 
2 9.2 7,4 6,0 0,103 0,051 0,020 
3 11,3 9,4 7,8 0,352 0,216 0,115 
4 1303 11,1 9,5 0,711 0,484 0,297 
5 15,1 12,8 11,1 1,15 0,831 0,554 
6 16,8 14,4 12,6 1,64 1,24 0,872 
7 18,5 16,0 14,1 2,17 1,69 1,24 
8 20,1 17,5 15,5 2,73 2,18 1,65 
9 21,7 19,0 16,9 3,33 2,70 2,09 
10 23,2 20,5 18,3 3,94 3,25 2,56 
11 24,7 21,9 19,7 4,57 3,82 3,05 
12 26,2 23,3 21,0 5,23 4,40 3,57 
13 27,7 24,7 224 5.89 5.01 4,11 
14 29,1 26,1 23,7 6,57 5,63 4,66 
15 30,6 27,5 25,0 7,26 6,26 5,23 
16 32,0 28,8 26,3 7,96 6,91 5,81 
17 33,4 30,2 27,6 8,67 7,56 6,41 
18 34,8 31,5 28,9 9,39 8,23 7,01 
19 36,2 32,9 30,1 10,1 8,91 7,63 
20 37,6 34,2 314 10,9 9,59 826 
21 38,9 35,5 32,7 11,6 10,3 8,90 
22 40,3 36,8 33,9 12,3 11,0 9,54 
23 41,6 38,1 33 13,1 11,7 10,2 
24 43,0 39,4 36,4 13,8 12,4 10,9 
25 44,3 40,6 37,7 14,6 13,1 11,5 
26 45,6 41,9 38,9 15,4 13,8 12,2 
27 47,0 43,2 40,1 16,2 14,6 12,9 
28 48,3 44,5 41,3 16,9 15,3 13,6 
29 49,6 45,7 42,6 17,7 16,0 143 
30 50,9 47,0 43,8 18,5 16,8 15,0 


153 


ANEXA 6 - Puncte critice ale distributiei Student 


Număr de grade Nivel de semnificaţie O 
de libertate K (regiunea critică bilaterală) 


0,10 0,05 0,02 0,01 | 0,002 | 0,001 


6,31 12,7 | 31,82 637 | 3183 | 637,0 
2,92 4,30 6,07 992 | 2233] 316 


2,35 3,18 4,54 5,84 10,22 12,9 


2,13 2,78 3,75 4,60 7,17 | 8,61 


2,01 2,57 3,37 4,03 5,89 | 6,86 


1,94 2,45 3,14 3,71 521| 5,96 


1,89 2,36 3,00 3,50 4,79 | 540 


1,86 2,31 2,90 3,36 4,50 | 5,04 


1,83 2,26 2,82 325 4,30 | 478 


1,81 2,23 2,76 3,17 414 | 4,59 
1,80 2,20 2,72 3:11 403| 444 


1,78 2,18 2,68 3,05 3,93 | 432 


1,77 2,16 2,65 3,01 385| 422 


1,76 2,14 2,62 2,98 3,79 4,14 


1,75 2,13 2,60 2,95 3,73 | 4,07 
1,75 2,12 2,58 2,92 3,69 | 4,01 


1,74 2,11 2,57 2,90 3,65 | 3,6 


1,73 2,10 2,55 2,88 3,61] 3,92 


1,73 2,09 2,54 2,86 358| 3,88 


1,73 2,09 2,53 2,85 3,55 | 3,85 


м |м | | | | р | | | | | 
>|Slololalalulzloleol=>lo|l lol] Sale] 


1,72 2,08 2,52 2,83 3,53 | 3,82 


22 1,72 2,07 2,51 2,82 3,51] 3,79 
23 1,71 2,07 2,50 2,81 349| 3,77 
24 1,71 2,6 2,49 2,80 347| 3,74 
25 1,71 2,06 2.49 2,79 345| 3,72 
26 1,71 2,06 2,48 2,78 344| 3,71 
27 1,71 2,05 2,47 2,77 3,42 | 3,69 
28 1,70 2,05 2,46 2,76 340| 3,66 
29 1,70 2,05 2,46 2,76 3,40 | 3,66 
30 1,70 2,04 2.46 2,75 3,39 | 3,65 
40 1,68 2,02 2,42 2,70 331] 3,55 
60 1,67 2,00 2,39 2,66 323 | 346 
120 1,66 1,98 2,36 2,62 317] 337 
со 1,64 1,96 2,33 2,58 309| 329 


0,05 | 0,025 0,01 | 0,005 | 0,001 | 0,0005 
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